CPU MPI 2éme année — Compléments d’algébre et d’algébre linéaire

Feuille 2 : matrices de permutation

Par n on désigne un entier > 2, E est un R-espace vectoriel de dimension n et B = {e1,...,e,}
est une base de F.

A toute permutation o de [1,n] on associe la matrice M, = (m; ;) de M, (R) définie par

i) e Mol mu=1{ g isa0)

A toute permutation o de [1,7n] on associe également I’endomorphisme f, de E dont la matrice
dans la base B est M,.

Une matrice A de M,,(R) est appelée une matrice de permutation sil’on peut trouver un élément
o de &, tel que A = M,,.

On notera par P, l'ensemble des matrices de permutations de M, (R).

Exercice 1 : Quelques propriétés générales.

1. Montrer que 'application ¢ : &,, — M,,(R) définie par ¢(o) = M, est injective.
2. En déduire que P, est un ensemble fini. Quel est son cardinal ?
3. Que dire de M, si o est la permutation identité ?

4. Déterminer f,(e;), pour tout élément j de [1,n].

Exercice 2 : Quelques exemples.

1. Iei n = 3. On pose A =

_ o O

1
0
0

o = O

a) Montrer que A est une matrice de permutation et trouver o € &3 telle que A = M,,.

b) Calculer A%. Quel est le polynome minimal de A ? Quelles sont ses racines ?

0010

: 0001

2. Icin =4. On pose A = 100 0
0100

a) Montrer que A est une matrice de permutation et trouver o € S, telle que A = M,,.

b) Calculer A%. Quel est le polynome minimal de A ? Quelles sont ses racines ?

3. Ici n vaut encore 4. On considére I’élément o de &, défini par (1) =2, 0(2) =3, 0(3) =4 et
o(4) = 1.
a) Ecrire la matrice M,. Calculer M2 et M?.

b) Déterminer le polynome minimal de M, et ses racines.



Exercice 3 : Quelques propriétés opératoires des matrices de permutation.

Dans cet exercice, n désigne a nouveau un entier quelconque, supérieur ou égal a 2.

1. Soit A = (a;;) un élément de M,,(R). Soit o une permutation de [1,n].
Montrer que le coefficient (7,7) de la matrice AM, est égal & a; ;).
Puis décrire en une phrase la fagon dont la matrice AM, peut se déduire de la matrice A.

2. Soit ¢ une permutation de [1,n].

a) Soit o’ une autre permutation de [1,n]. Montrer que My M, = Myo,.

b) En déduire que M, est inversible et que M ' = M,-1. Montrer que la matrice inverse

M ! coincide également avec la matrice transposée de M,.

¢) Que peut-on dire de application ¢ : &,, — GL,(R) définie par ¢(c) = M, ?
3. Soit ¢ une permutation de [1,n].

a) Montrer que, pour tout élément k de Z, M* est une matrice de permutation.

b) En raisonnant par ’absurde, montrer qu’il existe deux éléments distincts ¢ et ¢’ de N tels
que M2 = MY

¢) En déduire qu'il existe un élément r de N* tel que M = I,.

Exercice 4 : Matrices qui commutent avec toutes les matrices de permutation.

Dans cet exercice, on note par £ I'ensemble des matrices de M,,(R) qui commutent avec toutes
les matrices de permutation M, de M, (R).

1. Soient B = (b; ;) un élément de M,,(R) et o une permutation de [1,n].
Montrer que : BM, = M, B si et seulement si V(4,7) € [1,n]?, bis¢) = bo—1(i);-

a B - B
2. Soient a et # deux réels. On pose la matrice M(«, ) = fra o (de taille n).
3 - B a

Montrer que M («, 3) appartient a 'ensemble L.
3. Réciproquement, montrer que si B est dans L, alors il existe deux réels a et 3 tels que B =

M(a, B).

Exercice 5 : Matrices de permutation de trace n — 2.
Soit o une permutation de [1,n].
1. Montrer que si M, n’est pas I'identité, alors la trace de M, est un élément de [0,n — 2].

2. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur o pour que la trace de M, soit égale
an—2.

3. Montrer que deux matrices de permutation de trace n — 2 sont semblables.



