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Exercice 1(1) Déterminer tous les éléments d’ordre 9 du groupe Uys.

(2) Déterminer tous les sous-groupes du groupe Z/8Z.

Corrigé. (1) Le groupe Uys est cyclique d’ordre 45 et engendré par £ = e
Les éléments d’ordre 9 de Uy; sont les générateurs du seul sous-groupe Hg d’ordre
9. lyenaeH =303-1) =6. Ce sous-groupe peut étre donné par Hy = (a)
oit a = &%/ = €27/9 Un élément a® (0 < k < 8) est un générateur de Hy si et
seulement si k A9 =1, c’est a dire k = 1,2,4,5,7,8. Ainsi les éléments d’ordre 9 de
U45 sont

2im /45

a= 62”1—/9,&2 _ 6417r/9’al4 _ 6817r/9’a5 _ 61017r/9’a7 _ 61417r/9’a8 _ 6161#/9.

(2) Le groupe Z/87Z est cyclique d’ordre 8 et engendré par 1. Ses sous-groupes
correspondent donc aux diviseurs de 8 : 1, 2, 4, 8.

H, = {0}.

Hy = (31) = (1) = {0.3} ~2/22
Hy = (31) = (2) = {0,2,4,6} ~ Z/4Z
Hy = 7./87.

Exercice 2 Soit G un groupe non-abélien d’ordre 8 = 23.

(1) Montrer que G ne posséde pas d’éléments d’ordre 8.

(2) Montrer que si G ne posséde pas d’éléments d’ordre 4 alors G est abélien.
En déduire qu’il existe un élément a € G d’ordre 4; on notera H = (a) le sous-groupe
engendré par a.

(3) Calculer [G : H]. Montrer que que H est distingué dans G et qu’il existe
be G, bé¢ H tel que G =HUHD.

(4) Montrer que G = {e, a,a? a,b,ab, a®b, a®b}.

(5) Montrer que b~'ab € H et calculer I'ordre de b~ 'ab.

En déduire que b~lab = a ou b~'ab = a3. (utiliser les propriétés des groupes cy-
cliques).

(6) Montrer que si b~'ab = a alors G est abélien. En déduire que b~tab = a3

(7) Montrer que b* € H, b? # a et b*> # a®. En déduire que b* = e ou b? = a®.

(8) On suppose que b*> = e. Déterminer la table de G; on notera Gy le groupe
obtenu.

(9) On suppose que b* = a?. Déterminer la table de G; on notera G le groupe
obtenu.

(10) Les groupes G; et G sont-ils isomorphes? (observer les ordres des éléments
de G1 et GQ)



Corrigé. (1) Supposons que G admet un élément x d’ordre 8. Alors le sous-
groupe (x) engendré par x serait un sous-groupe cyclique et donc abélien. Comme
ce sous-groupe est d’ordre 8 et que G et lui méme d’ordre 8, on déduit que G = (z),
ce qui contredit le fait que G n’est pas abélien. Par conséquent, aucun élément de
G n’est d’ordre 8.

(2) Supposons que G ne posséde pas d’éléments d’ordre 4. Alors tout élément
r € G est soit d’ordre 1, soit d’ordre 2. Il vérifie donc 22 = e. Cette propriété
est équivalente & 7! = z et entraine la commutativité de la loi du groupe G, ce
qui contredit le fait que G est non abélien. On en déduit qu’il existe au moins un
élément a € G d’ordre 4.

(3) Soit H = (a) = {e,a,a? a®} le sous-groupe de G engendré par a.

D’aprés le théoréme de Lagrane [G : H| = % = % = 2, donc H est un sous-groupe
d’indice 2 dans G, il est donc distingué dans G. D’autre part, 'ensemble quotient
H\G (des classes a droite) est de cardinal 2. II contient donc deux éléments, la classe
= Ha=H (car a € H) et la classe b = Hb d’un élément b € G n’appartenant pas
a H (les classes d’équivalences sont ou bien égales ou bien disjointes). Comme les
classes d’équivalences de G forment une partition de GG, on a alors G = H U Hb.

(4) De la question précédente on déduit que G est une réunion disjointe de H =
{e,a,a? a*} et Hb = {b, ab,a’b, a®b}, donc le groupe G = {e, a, a?, a®, b, ab, a*b, a®b}.

(5) Si b~tab € Hb, alors b~'a € H et par suite b € H ce qui est absurde. On en
déduit que b~tab € H. Or o(b'ab) = o(a) = 4 et H est un groupe cyclique d’ordre
4. Donc b~ 'ab est un générateur de H. Mais H admet p(4) = 2 générateurs, qui
sont a et a®>. On en déduit que b~tab = a ou b~tab = a®.

(6) Supposons que b~'ab = a, alors ab = ba et donc G est abélien, ce qui contredit
la premiére ’hypothése de I'exercice. On en déduit que b~ tab = a.

(7) On a b* € G et G est réunion disjointe de H et Hb. Si v € Hb, alors
forcément b € H ce qui est absurde. On en déduit que b € H.

— Si b? = a, alors ab = b® = ba ce qui entraine que G est abélien.
— Si b2 = a?, alors b = b~ tab et b?> = a. On se raméne alors au cas précédent.
Par conséquent, b? = e ou b? = a?.

(8) On suppose b* = e, alors dans ce cas on notera G = G. Sa table du groupe

est

X |e a a’> | a® |b ab | ab | a’b
e e a a’> |a® |b ab | a’b | a’b
a |a |a® |a® |e |ab |a’b|a’b|b
a’> |a? |a® |e |a |a®b|a’b|b |ab
a> |a® e |a |a® [a’b|b |ab |a®b
b b a’b | a’b|ab |e a | a® |a
ab |ab |b a’b | ab | a e a® | a?
a’b|a’*blab |b a*b|a® |a e a’
a*b | a’b | a’b|ab | b a® | ad® |a e

On peut remarquer que le groupe G ci-dessus admet cing éléments d’ordre 2 (tous
les éléments de Hb et a?) et deux éléments d’ordre 4 (a et a®). G; est un groupe

diédral.
(9) On suppose b = a?, alors dans ce cas on notera G = G. Sa table du groupe



est

X |e a a’> | a® |b ab | a®b | a’b

e e a a’> | a® |b ab | a’b | a®b
a |a |a® |a® |e |ab |a’b|a’b|b

a’> |a® |a® |e |a |a*b|a’b|b |ab
a® |a® e |a |a® |a®b|b |ab |a®b|
b b a’b | a’b|ab |a®> |a e a’
ab |ab | b a’b | a*b|a® |a® |a e
a’b|a’blab |b a’b | e ad | ad? |a
a*b | a’b | a’b|ab | b a e a® | a?

On peut remarquer que le groupe G5 ci-dessus admet six éléments d’ordre 4, un
¢élément d’ordre 2 (qui est a?). Go est appelé groupe quaternionique.

(10) Un isomorphisme de groupes conserve les ordres des éléments. Comme il n
y’a pas autant d’éléments d’ordre 2 (ou d’ordre 4) dans les groupes G; et G, alors
ces deux groupes ne peuvent pas étre isomorphes.

Exercice 3
Lemme 1. St G est un groupe fini et si H et K sont deux sous-groupes distingués
de G tels que HN K = {e} et |G| = |H| x | K|, alors G ~ H x K.

Soit p > 2 un nombre premier.

(1) Soit G groupe fini d’ordre p? (donc abélien).

(a) Montrer que si G posséde un élément d’ordre p?, alors G ~ Z/p*Z.

(b) Montrer que si G ne posséde aucun élément d’ordre p?, alors G ~ Z/pZ x
Z/pZ. (On pourra considérer les deux sous-groupes (x), et (y) o z € G, x # e et
y € G,y ¢ (x) et penser au Lemme 1).

(2) Soit G un groupe abélien d’ordre p?.

(a) Montrer que si G posséde un élément d’ordre p?, alors G ~ Z/p3Z.

(b) Montrer que si tous les éléments de G'\ {e} sont d’ordre p, alors G ~ (Z/pZ)?
(on pourra utiliser a deux reprises le Lemme 1).

On suppose que G ne posséde pas d’éléments d’ordre p?, mais au moins un
éléments x d’ordre p*. Soit H = (x) le sous-groupe engendré par .

(c) On suppose qu’en dehors de H tous les éléments de G sont d’ordre p?.
Montrer que G contient p® — p éléments d’ordre p? (utiliser les propriétés des groupes
cycliques). En déduire que G contient p — 1 éléments d’ordre p.

Considérons maintenant 'application ¢ : G — G tel que g — ¢(g) = ¢gP. Veérifier
que ¢ est un morphisme de groupes, déterminer I'image des éléments d’ordre p? puis
compter le nombre d’antécédents d’un élément de 'image de ¢ d’ordre p. Aboutir a
une contradiction.

(d) En déduire qu’il existe un élément y € G, y ¢ H d’ordre p et que G ~
Z./p*Z x 7./pZ (on pourra utiliser le Lemme 1).

(3) Déterminer, a isomorphisme prés, tous les groupes d’ordre 8 (utiliser les
conclusions des exercices 2 et 3).

Corrigé. Montrons le Lemme 1. Considérons le morphisme canonique G —
G/H x G/K. Son noyau est H N K = {e}, donc c’est une injection. Comme
card(G/H x G/K) = card(G/H) x card(G/K) = card(K) x card(H) = card(G), le



morphisme considéré est bijectif. D’od G ~ G/H x G/K.

Pour répondre a la question, il suffit donc de vérifier que G/H ~ K et G/K ~ H.
Pour cela soit la projection canonique ¢ : G — G/K et considérons ¢y : H — G/K
sa restriction & H. Son noyau est H N K = {e}, c’est donc une injection et par
égalité des cardinaux c’est une bijection, donc G/K ~ H. On montre de méme que
G/H~K. DouG~H x K.

(1) (a) Soit G un groupe d’ordre p*. Donc G est abélien.

Si G posseéde un élément x d’ordre p?, alors G est cyclique et isomorphe a Z/p*Z.

(b) Supposons que G ne posséde aucun élément d’ordre p*. Soit x € G un
élément différent de e, alors = est d’ordre p et engendre un sous-groupe () d’ordre
p isomorphe & Z/pZ. Soit y € G tel que y ¢ (z). Cet élément est aussi d’ordre
p et engendre un sous-groupe cyclique (y) d’ordre p isomorphe & Z/pZ. De plus
()N {(y) = {e}. On peut donc appliquer la question (1) (car dans un groupe abélien
tout sous-groupe est distingué), d’ou G ~ (z) x (y) ~ Z/pZ x Z/pZ.

(2) Soit G un groupe d’ordre p>.

(a) Si G posséde un élément x d’ordre p?, alors G est cyclique et isomorphe a
Zp*7Z.

(b) Supposons que tous les éléments non triviaux de G sont d’ordre p, alors G
posséde un sous-groupe d’ordre p? isomorphe a Z/pZ x Z/pZ : il suffit de prendre
le sous-groupe K engendré par un élément non trivial = et par y ¢ (x).

Soit z € G tel que z ¢ K. Alors z est d’ordre p et KN(z) = {e} et on peut encore une
fois appliquer la question (1), d’ou G ~ KN(z) ~ (Z/pZ xZ/pZ) x L|pZ = (Z/pZ)>.

On suppose que G ne posséde pas d’éléments d’ordre p*, mais au moins un élé-
ments z d’ordre p®. Soit H = (z) le sous-groupe engendré par x. Donc H ~ Z/p*Z.

(c) On suppose qu’en dehors de H tous les éléments de G sont d’ordre p?.
Comme H est cyclique d’ordre p?, alors il contient o(p?) = p(p — 1) générateurs,
et donc p(p — 1) élément d’ordre p?. On en déduit que le nombre d’éléments de G
d’ordre p? est p* —p? + p(p — 1) = p* — p. Par conséquent G contient p — 1 éléments
d’ordre p. Mais 'application v : a +— aP est un morphisme de G dans G car G est
abélien, et envoie les éléments d’ordre p? sur les éléments d’ordre p. Ainsi un élément
d’ordre p doit avoir % = p(p + 1) antécédents par 1. Mais tous les éléments de
I'image de 1 ont le méme nombre d’antécédents, qui est égal au cardinal du noyau
de 1, qui ici est p. d’ott une contradiction.

On en déduit qu’il existe y € G tel que y ¢ H d’ordre p.

(d) Une fois encore on conclut en utilisant la question (1), d’out G ~ H X (y) ~
Z)p*7 x 7] pZ.

(3) Soit G un groupe d’ordre 8. Si G est abélien, alors (d’aprés Exercice 3) il
est isomorphe a 1'un des groupes Z/8Z, Z/27 x Z/4Z ou (Z/2Z)*. Si G n’est pas
abélien, alors G est isomorphe a I'un des groupes G ou Gs.



