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Exercice 1. On considére 'anneau Z[i\/p] = {z = a + ib\/p; a,b € Z}, ot
p € N est un nombre premier et (14 i\/p) = (1 +iy/p)Z[i\/p] = {(1 +i\/p)z; z €
Zli/p)} I'idéal de Z[i,/p] engendré par 1+ i,/p.

Soit I’application
£ Zliyp — Z/(p+1)Z

a+iby/p a+ pb
Montrer que f est un morphisme d’anneaux surjectif.
Montrer que p+1 € (1 +iy/p).
En déduire que Ker f = (1 4 i,/p).
On suppose que p = 2.
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(a) L'idéal (1 +iv/2) de Z[iv/2] est-il maximal?
(
)
(
(

1
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3
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b) L’élément 1 + iv/2 est-il irréductible dans Z[iv/2]?
(5) On suppose que p # 2.

a) L'idéal (1 +i,/p) de Z[i/p] est-il premier?

b) L’élément 1 +4,/p est-il irréductible dans Z[i,/p|?

Corrigé. (1) Il est claire que [ est surjectif. Montrons que c’est un morphisme
d’anneaur. Soient v = a +1iby/p, ' = a’' +ib'\/p deuz éléments de Z[i\/p]. On a

fle+2") =fla+d+i(b+V)/p)=a+ad+plb+V)=a+pb+a +pl
f(z) + f@)
et

f(za') = f(aa’ —bb'p+i(al’ + a'b)/p) = aa’ — bb'p + p(al/ + a'b)
= aa’ + bb'p? + p(all + a’b) car p* = —p[p + 1]
= (a+pb)(a + pV) = a+ pb x ' + pb/
= f(x)f(z')
On en déduit que f est un morphisme d’anneaux surjectif.
(2) On al+p=(1+iy/p)(1—iy/p) € (1+1i\/P)Lli\/p], donc p+1 € (1+i/p).
(8) 1 est claire que 1 +1i\/p € Ker(f), car f(1+i\/p) = 1+p = 0. Récipro-
quement, si v = a + ib\/p € Ker(f), alors a +pb = 0 et il existe k € Z tel que
a+bp==k(p+1). Donc

r=a+iby/p =k(p+1)—bp+ib/p
=k(p+1)—bp—b+b+ib/p
= (k—=b)(p+1) +b(1+i,/p)
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Comme 1 +p et 14i,/p appartiennent a l'idéal (1 +1i./p), on a x € (1+1iy/p). Par
conséquent Ker(f) = (1 +iy/p).

(4) On suppose p = 2.

(a) On a Ker(f) = (1 +iv2) et Im(f) = Z/3Z. Donc d’apres le théoréme
d’isomorphisme Z[iv/2]/{1 + iV2) ~ Z/3Z. Comme Z/3Z est un corps, l'idéal
(1 +iv/2) est maximal dans lanneau Z[iv/2].

(b) L’ideal {1+ iv/2) étant mazximal, il est premier, par suite 'élément (1 +iy/2
est irréductible dans Z[iv/2].

(5) On suppose p # 2.

(a) On a dans ce cas Z[i\/p|/(1 +1i\/p) ~ Z/(p+ 1)Z. Or p est premier et p # 2,
donc p + 1 est pair. On en déduit que 'anneau Z/(p + 1)Z n’est pas intégre, donc
Z[i\/p]/(1 + i,/p) n’est pas integre.

(b) Comme Danneau Z[i,/p]/(1 + i\/p) n'est pas intégre, I'idéal (1 + iv/2) n’est
pas premier et donc 1+ iv/2 n'est pas irréductible dans Zlir/p).

Exercice 2.

(1) Soit K un corps et P € K[X] un polynome de degré 2 ou 3. Montrer que P
est irréductible dans K[X] si, et seulement si, P n’a pas de racines dans K.
Montrer que cette caractérisation ne s’applique plus pour d°(P) > 4.

(2) Déterminer la liste des polyndomes unitaires irréductibles de degré < 2 dans
Z7/3Z][X].

(3) Décomposer les polyndomes suivants en facteurs irréductibles dans Z/3Z[X]|
(i) X2+ X +1, (i) X°+ X +2, (i) X'+ X+ X +1

(4) On considére le polynome P(X) = X° — X + 1 € Z[X].
(a) On note P la réduction de P modulo 3 (image de P(X) dans Z/3Z[X]).
Montrer que P est un polynéme irréductible dans Z/3Z[X].
(b) En déduire que (Z/3Z[X])/{P) est un corps.
(c) Le polynéme P est-il irréductible dans Z[X], dans R[X], dans C[X]?

Corrigé. (1) Soit P € K[X] tel que deg(P) = 2 ou deg(P) = 3. Si P est
réductible, il existe A, B € K[X] tels que deg(A) = r > 1, deg(B) = s > 1 et
P=AB. Onar+s=deg(P) =2 ou=3. L'un des degrésr ou s est égal a 1. Par
exemple, sir =1, alors B est de la forme B(X) = aX+b, ota € K eta # 0, et donc
a est un élément inversible de K. P admet donc pour racine ba™'. Réciproquement,
si P a une racine o € K, il existe Q € K[X], avec deg(Q) = deg(P) — 1 # 0, tel
que P(X) = (X — a)Q(X) et P n'est pas irréductible.

(2) Dans Z,/3Z[X] les polynémes irréductibles sont non inversibles donc de degré

> 1. Les polyndémes unitaires de degré 1 sont iwrréductibles, ce sont , et

n. Les polynomes unitaires de degré 2 sont irréductibles si et seulement si ils
n‘ont pas de racine dans 7./3Z. Cette condition élimine X%, X?> + X, X? £ 1 et

X2 4 X + 1. Les polynéomes unitaires irréductibles de degré 2 sont donc et
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(3) On a

(a) X2+ X +1=(X—-1)%

B X34+ X+2=X3+X-1=(X+1)(X*-X—1);

() X'+ X+ X+1=(X+DXP+])=(X+DX +1)*=(X+1*~

(4) (a) P(X) = X> - X +1 € Z[X]. Sa réduction modulo 3 est P(X) =
X5 —X+1=X°>+2X+1 € Z/3Z[X] est unitaire et n'a pas de racines dans
Z/3Z[X]. Donc il n'est divisible pas aucun des polynomes irréductible X, X + 1,
X -1

S’il était réductible dans Z/3Z[X], il serait donc produit d’un facteur irréductible
unitaire de degré 2 et d’un autre facteur irréductible unitaire de degré 3. Mais aucun
des polynomes irréductibles X?> +1, X?>+X —1 et X? — X —1 ne divise X° — X +1.
1l suffit pour cela d’effectuer trois les divisions euclidiennes.

On en déduit que la réduction P(X) = X°— X +1 est irréductible dans Z/37[X].

(b) Comme P est irréductible dans Z./3Z[X], lidéal {P) est premier dans Z./3Z[X]
et par conséquent l'anneau quotient Z/37Z[X]/(P) est un corps.

(¢) Comme la réduction P est irréductible dans Z/3Z[X], le polynome P est
irréductible dans Q[X]| et puisque P est primitif (car unitaire), il est irréductible
dans Z[X]. Le polynome P n’est irréductible ni dans R[X] (car deg(P) > 2), ni
dans C[X]| (car deg(P) > 1).

Exercice 3. (a) Donner la liste de tous les éléments du groupe alterné A4, en
précisant leur ordre.

(2) Soit G un sous-groupe du groupe symétrique S;. On fait opérer G sur
I'ensemble E = {1,2,3,4} par 'action induite par l'action naturelle de S;. Pour
x € F on note O, l'orbite de x et GG, le stabilisateur de x pour cette action.
Déterminer O, et G, pour z = 1,2, 3,4 dans chacun des cas suivants :

(a) G =((123));

(b) G = ((1234));

(c) G ={id, (12)(34),(13)(24), (14)(23)};
(d) &' ={id, (12),(12)(34),(34)};

(e) G = .A4

Corrigé. (1) On a dans le groupe les 12 = % éléments distincts suivants :

(1) id;

(17) les 8 éléments d’ordre 2 : (12)(34), (13)(24), (23)(14);

(1ii) les 8 éléments d’ordre 3 : (123), (132), (234), (243), (134), (143),
(124), (142).

(2) (a) G = ((123)) = {id = o3, (132) 02,(123) = o}, groupe cyclique
d’ordre 3 engendré par le 3-cycle o = (123).

T O, G,
1[{1,2,3} | id
2({1,2,3} | id
30{1,2,3} | id
4 {4} G




(b)) G = ((1234)) = {id = 0*,(1432) = 03,(13)(24) = 0%, (1234) = o},
groupe cyclique d’ordre 4 engendré par le 4-cycle o0 = (1234).

(c) G ={id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)}, groupe d’ordre 4, dont tous les élé-

ments, sauf id, sont d’ordre 2.

(4) G ={id, (12),(12)(34),(34)}, groupe d’ordre 4, dont tous les éléments, sauf

vd, sont d’ordre 2.

Oy

Gy

B w8

{1,2,3,4}
{1,2,3,4}
{1,2,3,4}
{1,2,3,4}

Oy

id
id
id
id

Gy

B w8

{1,2,3,4}
{1,2,3,4}
{1,2,3,4}
{1,2,3,4}

id
id
id
id

z| O, G,
L1{1,2} ] ((34)) = {id, (34)}
21 {1,2} | ((34)) = {id, (34)}
31 {3,4} | ((12)) ={id, (12)}
411{3,4} [ ((12)) = {id, (12)}
(5) G = Ay, groupe alterné (voir (1)).
x O, G
11 {1,2,3,4} | ((234)) = {id, (234), (243
21 {1,2,3,4} | {(134)) = {id, (134),
3(1{1,2,3,4} | ((124)) = {id, (124),
41{1,2,3,4} | ((123)) = {id, (123), (132




