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Exercice 1. Dans le groupe GL(2,C), trouver les ordres des matrices sui-

vantes
(1 0 (11
“=\lo —i ) ®T\lo 1)
(=i 0 (2 -3,
“B=\ o0 i) T 4 )

7

Corrigé exercice 1. Ona, ay # I, a? = ( (1) _(1) ) # 1y, a3 = < (1) O > £

Iy et af = I Donc o(ay) = 4.

On montre de méme que o(az) = 4.

) . 1

Ensuite, pour tout entier n € N*, af = ( 0 7; > # Iy. Donc ay est
d’ordre infini.

Finalement, si aq est d’ordre fini, alors il existe n € N* tel que a}} = Is.
Ceci conduit a det(al) = 1. Mais det(a}) = (det aq)™ = (54)™ = 5™i"™ # 1,
pour tout entier n € N*. Donc a4 est d’ordre infini.

Exercice 2. Soient G un groupe, H un sous-groupe distingué de G et K
un sous-groupe de G.

(1) Montrer que HK = KH et que KH est un sous-groupe de G.

(2) Montrer que H est un sous-groupe distingué de KH et que K N H
est un sous-groupe distingué de K.

(3) On considére Uapplication f: K — KH/H qui a tout élément k € K
on associe f(k) =k, ou k = kH est la classe de k modulo le sous-groupe
H.

(a) Montrer que f est un morphisme de groupes surjectif.

(b) Montrer que Ker(f) = KNH.

(¢) En déduire que les groupes KH/H et K/(K N H) sont isomorphes.

Corrigé Uezxercice 2. (1) Soit a = hk € HK, alors a = k (k’lhk) € KH,
car k=Yhk € H, puisque H est distingué dans G. Dot HK C KH.L'
inclusion KH C HK se montre de la méme facon.

Montrons que KH est un sous-groupe de G.
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— Soient a1 = kih1 € KH et as = kohoy € KH avec k; € K et h; € H
pour i = 1,2. Comme h1ko € HK = KH, il existe hg € H et k3 € K tels
que hiks = kshs. Donc

a1ao = (k‘lhl) (k‘ghg) = k‘l (hlk‘g) hg = k‘l (kighg) hg = (klk‘g) (hghg) S KH

Ainsi KH est stable par le produit.
—Soita=kh e KH avecke K ethe€ H. On a

at=(kh)'=n""k =k (khT'kTY) € KH

car kh™'k=! € H, puisque H est distingué dans G. Ainsi KH est stable
par passage a linverse.

(2) H est un sous-groupe de KH et H distingué dans G, donc H est
distingué dans KH. K N H est un sous-groupe de H et H distingué dans
G, donc KN H est distingué dans G. Comme K N H est un sous-groupe de
K, il est distingué dans K.

(3) (a) Soient k1,ks € K. On a

[ (k1k2) = (k1ko) H = (k1 H) (ko H) = f (k1) f (k2)

donc f est un morphisme de groupes. De plus si x € KH/H, alors il existe
a =kh € KH tel que x = aH = (kh)H = k(hH) = kH = f(k). Dot la
surgectivité de f.

(b) Soit k € K, On a

keKer(f) <= f(k)=H<«<—=kH=H < ke H

donc k€ KN H et Ker(f) C KN H. L'autre inclusion est évidente.
(¢) D’aprés le théoréme d’isomorphisme, K/Ker(f) ~ Im(f), donc
K/(KNH)~KH/H

Exercice 3. Soit G l’ensemble des matrices de la forme ( 8 lc) > ot a,b,c

sont des nombres réels tels que ac # 0.

(1) Vérifier que G est un sous-groupe de GL(2,R) et que G est non
abélien.

(2) Soit H l’ensemble des éléments de G pour lesquels a = ¢ = 1. Prou-
ver que H est un sous-groupe de G isomorphe au groupe (R, +).

(3) (a) Déterminer dans le groupe G tous les éléments d’ordre 2.

(b) Donner un exemple de deux matrices de G d’ordre 2 dont le produit
est d’ordre infini.

(4) Montrer que G opére sur R par Uapplication

(6 0)=)= (o)
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(5) Déterminer le stabilisateur et la G-orbite de 0.
Cette action est-elle transitive ¢

Corrigé Uezercice 3. (1) Il est facile de montrer que G est un sous-ensemble
de GL(2,R) stable par le produit et par passage a linverse, donc un sous-
groupe de GL(2,R). Il est évidemment non abélien, car par exemple

b GG )6 )

(2) 1l est aussi facile de montrer que H est un sous-groupe de G.
Soit Uapplication
10
f+H> (O 1) —beR

(665 = (6 ")
(o 2) (1)

Donc f est un morphisme de (H, x) dans (R, +). De plus Im(f) =R car f

On a

—_

o

est surjectif. Finalement Ker f = {Is}, car si (é l;) € Ker f, alors b = 0.

Ainsi f est un isomorphisme et on a H ~ R.

(3) (a) Soit g = (8 ﬁ) € G. Alors o(g) = 2 si et seulement si g # Iy

etg?=1,. Ona

2 _

a® =
@P=I =

bla+c¢)=0

a=1 oua=—1

<= c=1 ouc=—1

at+c=0 oub=0
Donc

(aa ba C) € {(L bv _1)v (_17 ba 1); (1707 _1)’ (_]-a 0; 1)7 (_L 0’ _1)}
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A cette liste il faut enlever le cas (a,b,c) = (1,0,1) qui donne Iy. Par
conséquent, les éléments d’ordre 2 de G sont

1 0 -1 0 -1 0
0 —-1)’\0 1/°\0 -1)°
-1 0 1 b
(0 1) o) ves
(b) Les deuz éléments (é _01> et <(1) _11> sont d’ordre deuz, mais

leur produit est d’ordre infini (voir exercice 1).

1 1
0 1

(4) L’application est bien définie. Ensuite il est claire que Iy - x = x,
pour tout x € R.

Soient g; = (%1 bi

7

), i =1,2 deuz éléments de G et x € R. On a

_ [a1a2 (11b2 + blcg
9192 = 0 16 )

et
ai(g2 -z) + b
C1
ap (Lﬁjbz) + b
C1
a1a9T + a1b2 + b162
C1C2
= (q192) -

g1-(g2-2) =

On a donc bien une action de G sur R.

(5) Soit g = (8 i) €G. Ona

gelGy <= g¢g-0=0
<~ b

0
a O
= 9=y . , avec ac # 0

Donc le stabilisateur de 0 est le sous-groupe

{(8 2), (wecac;«éO}.
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Déterminons lorbite de O :

G-0 {g-0,9 € G}

b
{E,beR,ceR*}:R

On peut déduire alors qu’il y a une seule orbite et par conséquent laction
est transitive.

Exercice 4. Soit G un sous-groupe du groupe symétrique Sy ; on considére
G comme opérant de fagon naturelle sur Ny = {1,2, 3,4}.

Pour chacun des groupes G suivants, déterminer la G-orbite et le stabi-
lisateur de chaque élément k € Ny :

(1) G=((1,2,3));

(2) G = ((1,2), (3,4)).

Corrigé Uexercice 4. (1) (a) Soit

G=(o0=(1,2,3)) ={Id,0,0%} ={Id,(1,2,3),(1,3,2)}

et
o(1)=2,0%(1) =3,0%(1) =1, donc O, =G -1 =1{1,2,3} ;
0(2) =3,0%(2) = 1,03(2) =2, donc Oy = G -2 ={1,2,3};
o(3) =1,0%(3) =2,03%(3) =3, donc O3 = G -3 =1{1,2,3};
o(4) =4, donc Oy =G -4 = {4}.

Pour k = 1,2,3, on a card(Oy) = 3. Comme |G|/|Gk| = card(Oy) et
que |G| = 3, on trowve |G| = 1 par conséquent Gy, = {Id}.

Pour k=4, on a |G|/|G4] = card(O4)=1, donc |G4| = |G| et G4 = G.

(2) Soit

G = <7'12:(1,2)»7'34:(374)>7

= {Ida 7’12,7'3477'127'34}-

1l est d’ordre 4. On a

7'12(1) = 2, 7'34(1) =1 et 7'127'34(1) = 2 . Donc 01 =G-1= {1,2}
et card(O1) = 2. Comme |G|/|G1| = card(O;) et que |G| = 4, on trouve
|G1| = 2. Comme T34 fize 1, il s’ensuite que G1 = {Id, T34}.

De méme Oy =G -2 ={1,2} et Gy = {Id, T34}.

Un raisonnement similaire, donne

03 :G'3=O4:G'4:{3,4} 6tG3=G4:{1d,T12}.
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Exercice 5. Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini E.

(1) On suppose que Uaction de G sur E est telle que Eq = &, Eg étant
l’ensemble des points fizes de E.

Si |G| = 15 et card(E) = 17, trouver le nombre de G-orbites et le
cardinal de chacune d’elles.

(2) Montrer que, si |G| = 33 et card(E) = 19, alors nécessairement Ec
est non vide.

Corrigé Uexercice 5. (1) Le cardinal de chaque orbite divise |G| = 15. Donc
les cardinaux possibles des orbites sont 1, 3, 5 et 15. Par hypothése, il n’ y
a pas d’orbite de cardinal 1. Donc d’aprés l’équation des classes

17:n1><3—|—n2><5+ng><15,

ol

ny est le nombre d’orbites de cardinal 3,

ng est le nombre d’orbites de cardinal 5, et

ng est le nombre d’orbites de cardinal 15.
On peut remarquer tout de suite que ng = 0 € {0,1}. Si ny = 1, alors
2 = 3n1+5n2 ce qui est impossible. Donc ng = 0 et par suite 17 = 3n1+5n2.
Modulo 5, cette équation devient 3ny = 2 [5] ou encore ny =2 X 7 [5] (car
dans Zs, 31 = 7)) et donc ny = 4 [5]. Cette derniére égalité impose ny = 4
et par conséquent no = 1.

Ainsi il y a 4 orbites de cardinal 3 et une orbite de cardinal 5 et aucune
orbite de cardinal 15 : 17=3+3+3+3+5.

(2) Supposons par l'absurde que Eq = &, c-a-d. il n’ y a pas d’orbite de
cardinal 1. Un raisonnement similaire d (1) donne l’équation des classes :

19=n; x3+ny x11

ol

ny est le nombre d’orbites de cardinal 3, et

no est le nombre d’orbites de cardinal 11.
Noter qu’il n’ y a pas d’orbite de cardinal 33 car 33 > 19. On peut tout de
suite remarquer que ng € {0,1}. Sing = 0, alors 19 = 3n; ce qui impossible
car 3 ne divise pas 19. De méme si ne = 1 alors 8 = 3ny, ce qui est aussi
impossible.

Par conséquent Eq # @.



