GROUPES ABELIENS FINIS

Chapitre 3

Ce polycopié est tres largement inspiré du polycopié utilisé par mon
prédécesseur K. Koufany, que je remercie pour son travail de rédaction.
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Pour tout entier n > 0, on notera Z, I'ensemble Z/nZ = {0,...,n — 1}.

1. Groupes monogeénes, groupes cycliques

Nous rappelons ici la notion de groupe monogene définie au chapitre 1. Un
groupe G engendré par un élément a € G est appelé groupe monogene, on
écrit

G={a)={d"; kez}.
En notation additive, on écrit
G=(a)={ka; keZ}.

Il existe des groupes monogenes infinis, tels que Z, et des groupes monogenes
finis, tels que Z,.
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Définition 1.1. — On dit qu’un groupe G est cyclique lorsqu’il est monogene
et fini. Tout élément a de G tel que G = (a) est appelé un générateur de G.
On a donc, si |G| =n,

G ={e,a,d?,...,a" 1}, avec o(a) = n.

Proposition 1.2. — Si G est un groupe monogeéne et si f est un morphisme
de groupes de G dans un autre groupe G', alors f(G) est monogéne

Démonstration. — En effet, si G = (a) avec a € G, alors f(G) = (f(a)),
puisque f est un morphisme de groupes. O

Exemples 1.3. — 1. Pour tout entier n > 0, le groupe additif Z, est
cyclique. En effet, (Z,+) et monogene engendré par 1. Le morphisme
(projection canonique) 7 : Z — Z,, est surjectif, donc Z,, est monogene,
engendré par 7(1) = 1. Comme le groupe Z,, est fini d’ordre n, il est
cyclique,

Zn=(1)={0,1,...,n — 1}

2. Le groupe multiplicatif U, = {z € C; 2" = 1} des racines n
I'unité dans C, est un groupe cyclique d’ordre n engendré par par ¢ =
> . En effet, considérons le morphisme de groupes n(Z,+) — (C*, x)
tel que m(k) = e2*7/"  Son image 7(Z) = U, est un groupe cyclique
d’ordre n, engendré par £ := (1) = e2im/n

Un = () ={1,¢§...6" '}

Proposition 1.4. — Si G = (a) est un groupe cyclique d’ordre n, alors on a
I’équivalence, pour k € Z:

iemes de

a" =e = kenZ

et n est le plus petit entier strictement positif tel que a’™ = e. De plus, G est
isomorphe au groupe Z/nZ. En particulier, G est abélien.

Démonstration. — L’élément a est d’ordre n, et la Proposition 9.1 prouve la
premiére phrase. L’homomorphisme f, : k — a* de Z dans G est surjectif
car (a) = G. Son noyau est nZ. Par factorisation canonique, on déduit un
isomorphisme f, : k + a* de Z/nZ sur G. O

Pour n > 2, on note ¢(n) le cardinal de l’ensemble des entiers k tels que
1 <k <n-—1etpged(k,n) =1 (c-a-d. n et k premiers entre eux). On
convient que (1) = 1. La fonction ¢ : N* — N* ainsi définie est appelée la
fonction d’Euler ou caractéristique d’Euler.
Les propriétés de la fonction d’Euler sont étudiées dans un exercice de la
troisieme feuille d’exercices.
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Proposition 1.5. — Soient G un groupe cyclique d’ordre n et a € G un
générateur de G.
a) Pour tout k € Z, lordre de a* € G est o(a*) = Sacd (i)

a¥ est un générateur de G si et seulement si pged(n, k) = 1.
b) Il existe p(n) générateurs distincts dans G.

En particulier,

Démonstration. — Soit k € Z. Posons d = pged(n, k) € N*. Alors n = dn’ et
k = dk' avec pged(n/, k') = 1. Pour tout m € N, on a (a*)™ = ¢ <= o™ =
e <= nlkm <= n'|k'm <= n/|m. Ainsi n’ est le plus petit entier non nul tel
que (a®)" = e et par suite n’ = o(a¥).

U

Exemple 1.6. — (a) Le groupe additif Z,, est cyclique d’ordre n et engendré

par 1. Ses générateurs sont de la forme k = kl avec0 < k <n—1let kAn = 1.
(b) Le groupe multiplicatif U,, est cyclique d’ordre n et engendré par £ =

e2im/n  Ses générateurs sont de la forme &F avec 0 <k <n—1let kAn=1.
(c) Soit a € Usp. Alors il existe un entier k tel que 0 < k < 29 tel que

a = € avec £ = 2m/30 — ¢in/15,

3

_ 0 _
O(CL) =6 <— m =6
= pged(k,30) 1
<= pged(k,30) =5
<~ k=25,25

On en déduit que Usg admet deux éléments d’ordre 6 qui sont &° = eim/3 et
525 — dim/3

2. Morphismes de groupes cycliques

Proposition 2.1. — Soient G un groupe cyclique et a € G un générateur de

G.

1. Soit f un homomorphisme surjectif de G sur un autre groupe G'. Alors
G’ est cyclique, ' = f(a) engendre G' et |G'| divise |G|. En particulier,
tout groupe quotient de G est cyclique.

2. Soit G' un groupe cyclique tel que |G'| divise |G|. Soit o’ € G'. Il existe
un unique homomorphisme f de G dans G’ tel que f(a) = o'. Il vérifie
f(a®) = (d")F. Pour que f soit surjectif, il faut et il suffit que o’ soit un
générateur de G'.

Démonstration. — 1. Puisque f est surjectif, pour tout y € G’ il existe x € G
tel que f(z) = y. Or il existe k, 0 < k < n — 1 tel que z = a*, et donc
y = f(a*) = f(a)* et par suite f(a) engendre G’. De plus, comme f est
surjectif, G’ est isomorphe & G/Ker(f) et donc |G'| divise |G|.
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2. Posons |G| = n et |G'| = n/. D’apreés le théoréme de Lagrange, m := o(a’)
divise n/. Or n’ divise n, donc nZ C mZ. Considérons I’homomorphisme
canonique g : k + a’* de Z sur {a’). Son noyau est mZ. Par (restriction
a Z/nZ) factorisation, il existe un homomorphisme g de Z/nZ sur {(a’) tel
que g(k) = a’* pour tout k € Z/nZ. Soit f, I'isomorphisme de Z/nZ sur G
donné par la Proposition 1.4. Alors f = go f; ! € Hom(G,G") est tel que
fla) = g(f;t(a)) = g(1) = a’. Tl est unique car la donnée de f(a) = o
détermine f(a*) = a’* pour tout k € Z. Pour que f soit surjective, il faut et
il suffit que a’ engendre G’ car Im(f) = Im(g) = (da'). O

Corollaire 2.2. — Deuz groupes cycliques G et G’ sont isomorphes si et
seulement s’ils ont le méme ordre. Supposons cette condition vérifiée. Soit
a € G un générateur de G. Alors lapplication 0 : f — f(a) est une bijection
de Uensemble Isom(G,G') des isomorphismes de G dans G', sur l’ensemble
des générateurs de G'.

L’application réciproque de 0 envoie le générateur a’ de G' sur Uapplication
far  a¥ = (a)F.

Démonstration. — Si G et G sont isomorphes, alors ils ont le méme ordre.
Réciproquement, si G et G’ ont le méme cardinal, alors d’apres la Proposition
1.4, ils sont isomorphes. Le reste de la proposition est un cas particulier de la
Proposition 2.1. ]

Si m est un entier et si G est un groupe, alors on note f,,, I'application de
G dans G donnée par fy, : x — x™.

Ezemple 2.3. — 1. Le groupe Z/77Z est cyclique engendré par 1. Un
élément k = k1 € Z/7Z est un autre générateur si et seulement si kA7 = 1
et k < 7. Donc k =1, 2, 3, 4, 5, 6. D’ou ’ensemble des générateurs
Ar = {1,2,3,4,5,6,}

2. Si f:Z/7Z — Z/7Z est un endomorphisme de groupes, alors pour tout
ke /77, f(k) = f(k1) = kf(1). On en déduit que f est complétement
déterminé par la donnée de f(1).

3. Remarquons que si g : Z/77Z — Z/7Z est un endomorphisme injectif ou
surjectif, alors il est bijectif. Soit f : Z/7Z — 7Z/7Z un endomorphisme.
D’aprés la Proposition 2.1 f(1) engendre le groupe cyclique d’arrivée
Z]TZ, si et seulement si f est surjectif et donc bijectif.

4. On déduit de la question précédente, que le nombre d’automorphismes de
Z]TZ est égal au cardinal de ’ensemble des générateurs de Z/7Z. Donc
Card(Aut(Z/7Z)) = Card(A7) = 6.

5. Les éléments de Aut(Z/77Z) associés aux divers choix de I'image de 1 sont
les f. tels que fx(T) = k pour tout k =1,2,3,4,5,6 :
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firm=nl—nl=n fo:nm=nl—n2=2n f3:n=nl—n3=3n
farm=nl—nd=4n fs:m=nl—nb=6n feg:n=nl—nb=>6n

Remarquons que f; = Id Posons g = fs. On a

o 92(1) =9(3)=9=2= f5(I). Donc g* = fo car 1 engendre Z/7Z.
e ’(D) =g(g°(1) = 9(2) =6 = f 6(I). Donc g* = fg.

o g'(1) = g(¢°(1)) = 9(6) Zj = f4(1). Donc g* = fy.

o 9°(1) = g(g'(1) = g(4) =12 =5 = f5(1). Done 9° = Js.

g%(1) = g(g°(1)) = g(5) = 15 = 1. Donc g% = Id. On en déduit
que l'ordre de g est 6.
Regroupons :

AUt(Z/7Z) = {flv f2> f37 f4a f57 f6} = {Ida g, 927 937 94795} = <g>
Le groupe Aut(Z/7Z) est donc cyclique d’ordre 6 engendré par g = fs.
Comme ¢(6) = 2 ce groupe cyclique a 2 générateurs qui sont g(= f3) et
g°(= f5) puisque 1 et 5 sont les seuls entiers k tels que k < 6 et kA6 = 1.

-+

D’une fagon générale, on a :

Lemme 2.4. — Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Le groupe Aut(G) est
d’ordre p(n) et ses éléments sont les applications fi avec k un entier 0 < k <
n — 1 premier avec n.

Démonstration. — Soit a € G un générateur de GG. D’apres le Corollaire 2.2,
les automorphismes de G' sont déterminés par le choix d’un générateur o’ de
G. Or d’apres la Proposition 1.5 les générateurs de G sont de la forme a* avec
0<k<n-—1letkAn=1. On adonc p(n)automorphismes, qui sont donnés

par al — a*. ]

Remarque 2.5. — En notation additive, les éléments de Aut(G) sont les
applications fi : G — G telles que fi(z) = kx.

3. Sous-groupes d’un groupe cyclique

Proposition 3.1. — Soient G un groupe cyclique d’ordre n et a un générateur
de G. Tout sous-groupe de G est cyclique et pour tout diviseur d de n, il existe
un unique sous-groupe Hy de G d’ordre d. En posant § = n/d, ce sous-groupe
est caractérisé par

Hy = Ker fg =1Im f5.

Démonstration. — Comme G est abélien, pour tout k € N, f, : z — 2¥ est
un endomorphisme de G. Soit d un diviseur de n et § = n/d. La preuve de
I’égalité Ker f; = Im f5 repose sur deux observations.
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D’une part,
Im fy = {z% |z € G} = {(a")?|k € Z} = {(aDF |k € Z} = (a%).
Comme a? est d’ordre n/d = § par la Proposition 1.5, |Im fy| = 6. Par
symétrie, | Im fs5| = d. Par ailleurs, | Im fy| = \Keiﬁm par factorisation canon-

ique, donc | Ker fy| = d.

D’autre part, pour z € G, on a z" = e (cf Corollaire 9.4 du chapitre 1),
donc (x‘;)d = e. Ainsi, fy(fs(z)) = e. Comme ceci est valable pour tout z
dans G, on en déduit que Im f5 C Ker f;. Cette inclusion étant une inclusion
d’ensembles de cardinal d, c’est une égalité.

Par ailleurs, on sait que le noyau d’un morphisme de groupes est un sous-
groupe, ainsi Ker f; = Im fs est un sous-groupe d’ordre d.

Montrons maintenant que c’est le seul. Soit donc un sous-groupe H d’ordre
d. On a donc pour tout = € H, % = e. Ainsi, H C Ker f;. De nouveau, cette
inclusion d’ensembles de méme cardinal est une égalité, et H = Ker f;. C’est
donc le seul sous-groupe de G de cardinal d. O

Remarque 3.2. — En notation additive,

H; =XKer(fqg) ={reG : dx=0}
zimgf(;):{xEG cyeq, dy=ua}
= (da

Ezemple 3.3. — (a) Le groupe Z est cyclique d’ordre 12 engendré par 1.
Les sous-groupes H,; sont en correspondances avec les diviseurs d de 12 = 22.3,
quisont 1,2,4=223,6=2-3 et 12=22-3:
— H; = {0}, d’ordre 1.
) 7 127 _ @&
— Hj le sous-groupe d’ordre 2 est engendré par 51 = 6,
Hy = {Ga 8}
) 7 127 __ 9
— Hy le sous-groupe d’ordre 4 est engendré par 71 = 3,
H4 = {Ga ?), 67 g}
— Hg le sous-groupe d’ordre 6 est engendré par %i =2,
HG = {67 27 Zl) éa 87 170}
— Hjs le sous-groupe d’ordre 12, c’est donc Zis.

(b) Le groupe Uy est cyclique d’ordre 20 engendré par £ = e2im/20 — ¢im/10,

Ses sous-groupes Hy sont en correspondance avec les diviseurs de 20 qui sont
1,2,4=22510=2-5et20=22-5:

— Hy = {1} est d’ordre 1.
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— Hy le sous-groupe d’ordre 2 est engendré par £20/2 = ¢10 = i = 1,
Hy={1,-1}

— H, le sous-groupe d’ordre 4 est engendré par £20/4 — g5 — ¢im/2,
Hy={1,6,6°,6%) = .

— Hs le sous-groupe d’ordre 5 est engendré par £20/° = ¢4 = £2i7/5,
Hy = {]-a 545 583 512) 616}

— Hj le sous-groupe d’ordre 10 est engendré par £20/10 = £2 — ¢i7/5

Hyg = {1,6%,¢%,¢%,¢%,¢0, 1%, ¢, 10, ¢1%)

— Hyg le sous-groupe d’ordre 20, c’est donc Usgg.

On donne ici une autre maniere, autre que celle de I’Exemple 1.6,
pour trouver des éléments d’un groupe cyclique d’un ordre donné. Par
exemple si un élément a € Uy est d’ordre 4, il engendre un sous-groupe
d’ordre 4 qui admet p(4) = 2 générateurs. Ce sous-groupe est Hy. Il
est engendré par w = £°. L’autre générateur est de la forme w* avec
0<k<3et kA4 =1c est-a-dire k = 3. Ainsi les générateurs de Hy
sont € et £1° et ce sont les seuls éléments de Ugy d’ordre 4.

Lemme 3.4. — Soient H et K des groupes finis. Alors l’élément (h,k) du
groupe H x K est d’ordre o(h, k) = ppcm(o(h),o(k)).

Démonstration. — ¥Ym € N*, ona (h, k)™ = (eg,ex) < (K", k™) = (eq, ex) <
h'™ = eq et k™ = e <= o(h)|m et o(k)|m <= ppcm(o(h), o(k))|m. Donc le
plus petit m € N* tel que (h, k)™ = (eq, ex) est le ppcm(o(h), o(k)). O

Proposition 3.5. — Le produit G1 X Go de deux groupes cycliques est cy-
clique si et seulement st G1 et Ga sont cycliques d’ordre m et n premiers entre
euz. Dans ce cas, (a,b) € G1x Gy est un générateur de G1 X Go si et seulement
st a et b sont des générateurs de Gy et Gy respectivement.

Démonstration. — Tout d’abord, si G x G2 est un groupe cyclique, alors
les projections canoniques p; : G1 X Ga — G et po : G X Gy — G4 étant
des morphismes surjectifs, d’apres la Proposition 2.1, G1 = p1(G1 x G3) et
G2 = p2(G1 x G2) sont cycliques.

Soit maintenant (a,b) € G1 x Ga. D’apres le Lemme 3.4,

o(a,b) = ppem(o(a), o(b)) | o(a)o(b) | mn

avec égalité si et seulement si ppcm(o(a), o(b)) = o(a)o(b),0(a) = m et o(a) =
n, soit si et seulement si a est un générateur de G, b est un générateur de Ga,
et m et n sont premiers entre eux. Le groupe G x G est donc cyclique si et
seulement si m et n sont premiers entre eux, et dans ce cas les générateurs de
G1 x G sont les couples (a,b) de générateurs. O
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Corollaire 3.6. — Soient G1,...,Gy des groupes cycliques d’ordre respec-
tivement ni,...,ni. Alors le produit G1 X --- X Gy est un groupe cyclique si
et seulement si nq,...,n. sont deuxr a deux premiers entre euz.
Démonstration. — Le raisonnement se fait par récurrence sur k. D’apres la
Proposition 3.5, le résultat est vrai pour £ = 2. Supposons ce résultat vrai
pour k — 1 groupes cycliques. Considérons k groupes cycliques G1,...,Gj
d’ordre nq,...,nk.

Supposons nq,...,n; deux a deux premiers entre eux. D’apres ’hypothese

de récurrence, G = G x---x Gi_1 est cyclique. De plus, son ordre nq - - - ng_1
et premier avec 'ordre ng de G. D’apres la Proposition 3.5, G1 X -+ - X G_1 X
G = G’ x Gy, est cyclique.

Réciproquement, si G1 X --- x G}, est cyclique, alors G' = Gy X -+ x Gj_1
et Gy, sont cycliques car la projection de G sur G’ est un morphisme surjectif.

D’apres 'hypothése de récurrence, ny,...,ng_1 sont premiers entre eux. Or
d’apres la proposition 3.5, ny est premier avec |G'| = ny ---ny_1 et donc avec
Ny, ooy Ng—1. O

4. Groupes d’ordre premier

Proposition 4.1. — Soit G un groupe non réduit 4 l’élément neutre. Alors
G n’a pas d’autre sous-groupe que G et {e}, si et seulement si G est cyclique
d’ordre premier.

Démonstration. — Soit G un groupe cyclique d’ordre premier p. Comme p >
1, alors G # {e}. D’apres le théoreme de Lagrange, 'ordre d’un sous-groupe
de G ne peut étre que 1 ou p, donc G n’a pas d’autre sous-groupe que {e} et
G.

Réciproquement, considérons un groupe G # {e} dont les seuls sous-groupes
sont G et {e}. Soit x # e un élément de G. Donc (z) = G et G est monogene.

Si G était infini, G serait isomorphe a Z donc aurait d’autres sous-groupes
que G et{e}. Par conséquent G est fini et donc cyclique. G n’ayant pas
d’autres sous-groupes que G et {e}, l'ordre de G n’a pas, dans N*, d’autres
diviseurs que lui méme et 1, c’est donc un nombre premier. ]

Lemme 4.2. — Soit G un groupe fini. Supposons qu’il existe un sous-groupe
H du centre Z(G) de G tel que G/H soit un groupe cyclique. Alors G est
abélien.

Démonstration. — Tout sous-groupe du centre étant distingué, G/H est un
groupe. Puisque G/H est cyclique, il existe a € G, tel que a engendre

G/H. Soient x,y € G. 1l existe k,/ € N tels que 7 = a* et § = al.

Il existe alors 2,2/ € H C Z(H) tels que © = aFz et y = a2, Don
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xy = (akz)(aéz’) = d*alzy = ak+€(zz’) puisque z € Z(G). On vérifie de
méme que yr = ak+t (22). Ainsi zy = yx et G est abélien. O

On reprend un théoreme du chapitre 2 :

Théoréme 4.3. — Tout groupe G d’ordre p?, avec p premier, alors G est
abélien.
Démonstration. — Nous allons donner ici une autre démonstration différente

de celle du Théoreme 3.7, chapitre 2.

D’aprés le théoréme de Lagrange, |Z(G)| divise |G| = p?. D’aprés le
Théoréme 3.6 du chapitre 2, |Z(G)| est d’ordre p ou p?. Supposons que
|Z(G)| = p. Le groupe quotient G/Z(G), d’ordre [G : Z(G)] = p, est cy-
clique d’apres la Proposition 4.1. Le Lemme 4.2 montre que G est abélien
et donc Z(G) = G ce qui contredit le fait que |G| = p?. Par conséquent
|Z(G)| = p? et Z(G) = G, donc G est abélien. O

5. Décomposition cyclique des groupes abéliens finis

Lemme 5.1. — Soit G un groupe abélien fini et a € G un élément d’ordre
o(a) mazimal. Tour touty € G/{a) il existe x € G tel que T =y et o(x) = o(y).

Démonstration. — Soit ¢ le morphisme canonique
p:G—=G/(a), g7

et soit s l'ordre de y dans le groupe G/(a). Comme ¢ est surjectif, il existe
x € G tel que p(z) =y, c-a-d T = y. Puisque ¢ est un morphisme, ¢(sx) =
sy = 0 et donc sz € Ker(¢) = (a) = {0,q,2a,...,(o(a) — 1)a}. Il existe donc
un entier k tel que 0 < k < o(a) et sz = ka. Par division euclidienne, il existe
des entiers g, r tels que

k=sqg+r et 0<r<s, (1)

d’out sz = ka = sqa + ra. Posons 2’ = x — ga. On a ¢(2') = ¢(x) = y et par
suite s = o(y)|o(z'). On a sz’ = sz — sqa = ra. On va montrer que 7 = 0,

donc que sz’ = 0 et donc o(z')|s, ce qui achévera la preuve du lemme.
o(z’)

Supposons r # 0. En utilisant la Proposition 1.5 on a o(sz’) = aed (o) 5)

soit o(sx’) = %m/) puisque s|o(z’). On en déduit que

o(a)
pged(o(a), 7)’
Comme o(a) est maximum, on a o(z’) < o(a). En utilisant la relation précédente
on a alors s < pged(o(a),r) < r. Cela contredit (1), donc r =0 et sz’ = ra =
0. Par conséquent on a o(2’)|s et donc o(z") = o(y). O

o(z') = so(sx’) = so(ra) = s
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Définition 5.2. — Soit Hi, Hy des sous-groupes d’un groupe abélien G. On
dit que G est produit direct de Hy et Hoy si

1. HHN Hy = {6},‘

2. G=HH,.
Dans ce cas, Uapplication ¢ : Hy x Hy — G est un isomorphisme
(h1,h2) = hiho
de groupes.

Soit Hy,...,Hy des sous-groupes d’un groupe abélien G. On dit que G
est produit direct des sous-groupes Hy,...,Hy st HiHo--- Hp_1 est produit
direct des sous-groupes Hy, ..., Hir_1 et G est produit direct des sous-groupes
H{Hy---Hp_q et H;. De maniére équivalente, l'application

p  Hix---xHp, — G
(h1y..shk) = hi--hy

est un isomorphisme de groupes.

Théoréme 5.3 (Décomposition cyclique). — Soit G un groupe abélien
fini d’ordre n > 2. Il existe une unique suite d’entiers qi,q2, ..., qk telle que

L<aqlgal - |gn et G=Zy X Lgy X -+ X Ly,

La suite (q;) caractérise G a un isomorphisme prés, on l'appelle suite des
invariants de G.

Démonstration. — FEzxistence : nous allons raisonner par récurrence sur ’ordre
n de G.

Sin = 2, alors G est cyclique d’ordre 2 et il est isomorphe & Zs. Soit G
un groupe abélien fini d’ordre n > 2. Supposons vraie l'existence pour les
groupes d’ordre strictement inférieur a n. Soit a € G tel que m = o(a) est
maximal. On a m > 1 car G # {0}, donc G/(a) est d’ordre strictement

inférieur & |G| = n. D’aprés I'hypothése de récurrence, il existe des sous-
groupes cycliques G| = (d}),...,G},_; = (a},_,) d'ordres q1, ..., gx—1 vérifiant
1< aqlg| - lg—1 et G/{a) 2G| x -+ x G4 (2)

D’apres le Lemme 5.1, il existe dans G des éléments a1, ... ag_1 tels que pour
chaque i, a; = a} et o(a;) = o(a}). Montrons que G est produit direct des sous-
groupes G1 = (a1),...,Gg—1 = (ak—1), G = (a). Soit le morphisme canonique
v : G — G/(a). Soit z € G, il existe des entiers uniques ny,...,nE_1 avec
0 < n; < o(a;) pour chaque %, tels que T = n1a} +...ng_1a},_,. Alors

o(x) =nia) +...ng_1a)_; = e(n1ay + ... ng_1ax_1)

ce qui entraine que x — (nya; + ...ngp_1ax—1) € Ker(p). Il existe donc un
élément nia € Ker(p) = (a) avec 0 < ni < m = o(a) et tel que

T=1N161 + ... Np_10k—1 + Npa (3)
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ce qui montre que G = G1 + ...+ G. Pour montrer que G est produit direct
des sous-groupes G1, ..., Gy, il suffit de montrer que la décomposition (3) est
unique. Supposons que x admet une autre décomposition z = myay + ... +
Mmi_1ak—1+mpa. Alors & = p(x) = nia)+. .. ng_1a),_, = miaj+...my_1a;_,
(car ¢(a) = 0). Comme G/(a) est produit direct de G,...,G)._;, on a ny =

mi,...,ng—1 = mg_1. On en déduit que nya = mya ou encore (ng —my)a =0
ce qui entraine que ny = my puisque 0 < |np — mg| < o(a). Ainsi G =
G1 X -+ X Gy. il reste & montrer que q1|qa] - - - |qk-

D’apres le corollaire 9.6 du chapitre 1, l'ordre de xg = (ay,...,a5-1,a) €
G1 X --- x Gy, est le ppcm de o(ay),...,0(ax—1),0(a). Donc o(xg) > o(a).
Comme o(a) est le maximum des ordres des éléments de G, on en déduit que
o(a) = o(xg) = ppem(o(ay),...,o(ax—1),0(a)) et donc o(ay)|---|o(ar—1)|o(a)
en tenant compte de (2).

Unicité : Nous allons montrer I'unicité de la suite qi, ..., g par récurrence

sur l'ordre n de G.

Si n = 2, la suite est unique, et elle est réduite a 2. Supposons 'unicité
vraie pour les groupes d’ordre strictement inférieurs a n. Soit G un groupe
d’ordre n > 2. Considérons deux décompositions

G=G1 X xGr=G x--xG}

avec G = Lg,, Gi =Ly, 1 <q1| -+~ |gi et 1 < qi] -+ [qp.

Soit p un facteur premier de ¢; et donc de ¢o, ..., q. Comme G est abélien,
f : x +— pzx est un endomorphisme de G. On va raisonner sur le groupe f(G).
Le morphisme f laisse stable chacun des sous-groupes G, i.e. f(G;) C G;.
D’apres la proposition 3.1, f(G1) C Gy est 'unique sous-groupe de G d’ordre
%. De méme f(G2) C Ga, ..., f(Gy) C G sont d’ordre %2, e %’“. On a pour
tout i =1,...,k—1,

DG | N F(Gisr) C [ DG | NGipr = {0}
=1 =1

car G est produit direct de Gi,...,Gi. Donc f(G) est produit direct de
F(Gr), o f(Gr) et on a |£(G)] = 2t = 151,

De méme, on a f(G;) C G’ pour j = 1,...,met f(G) = f(G}) x -+ x
f(GL,). Puisque q}|---|q,,, il existe r tel que p ne divise pas ¢j,...,q. et p

divise ¢, 1,...,¢,- On a alors f(G7) = G car f : x — px est un autmor-

phisme de G). De méme f(GY) = G, ..., f(G.) = G.. Par contre, les ordres
q, -

de f(Gry1),---, f(Gy,) sont =5, q?, donc

Gp1 G |G
G =gy - q 2 1G]

T

pm—r pm T
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En comparant les deux valeurs de | f(G)| obtenues, on voit que k = m—r < m.
En échangeant les roles on obtient de méme m < k et donc m = k. On en
déduit que r = 0 et que p divise ¢}, ..., q,. D’aprés 'hypothese de récurrence,

la décomposition cyclique de f(G) est unique. Les deux suites L&, ... & et

P’ TP
%, cen %’“ sont donc égales et les suites ¢1,...,qx et qf,...,q), sont égales. O
Corollaire 5.4. — Soit G un groupe abélien d’ordre p* avec p premier. Alors
il existe une partition (B1,...,0k) de a avec 1 < ... < B, b1+ ...+ Br =«
telle que

Gzngl X"'szﬁk'

Corollaire 5.5. — Soit G un groupe abélien fini. Il existe un élément a de
G dont Uordre est le ppcm des ordres des éléments de G.

Démonstration. — Posons n = |G|. Sin = 1, le résultat est évident. Sin > 2,
il existe dans G des sous-groupes cycliques Gy, ...,Gj tels que G = G x - -+ X
Gy, d’ordres qi, ..., qx tels que qi1|g2 - - - |gg. Soit a un générateur de Gy. Pour
tout = (x1,...,2x) € G1 X--- X G = G on a o(x) = ppcm(o(zy),...,o(xg)),
avec o(x1)|q1 - - |qk, o(z2)|q2| - - - |gk, ect... Donc o(x) divise qx = o(a) et o(a)
est le ppcm des ordres o(x) des éléments z € G. O
Théoréme 5.6 (Décomposition primaire). — Soit G un groupe abélien

fini d’ordre n > 2. Soit n = p’fl --pkr la décomposition en facteurs premiers
de n.

(a) Pour tout diviseur d de l'ordre n de G, il existe un sous-groupe de G
d’ordre d.

(b) Pour chacun des diviseurs pfi ou i1 =1,...,k, il existe un seul sous-

groupe Gy, d’ordre pf’” et Gp, ={z € G,; Ja|o(z) =p{'}. De plus
G = Gy X - X Gy, ()

Un sous-groupe Gp, est appelé composante p;-primaire et la décomposition
(/) est appelée décomposition primaire de G.

Démonstration. — (a) D’apres le Théoreme 5.3, G est produit direct G; x
-+ X Gy, de sous-groupes cycliques. On a |G| = |G1| x -+ x |Gy|. Si d divise
|G|, en répartissant autant de fois que I’on peut chacun de ses facteurs premiers
dans |G|, puis dans |G3|, etc.. on peut écrire d = d; - - - dj, ou d; divise |G}
pour ¢ = 1,...,k. Pour chaque ¢ il existe un sous-groupe K; d’ordre d; dans
le groupe cyclique G;. Alors K1 X -+- X K C Gy X -+ X G = G est d’ordre d.

(b) D’apres (a), il existe dans G des sous-groupes Gp,,...,G), d’ordre
p]fl,...,p]fr. Comme pgcd(plfl,pg”) =1, on a Gy, N Gy, = {0}. De plus
Gp,Gp, est un sous-groupe de G isomorphe G), x G)p, d’ordre pMpk2. De
méme (Gp, Gp, )Gy, est isomorphe (G, x Gp,) X Gp,, d’ordre p]f1p§2p§3. Par
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récurrence finie, on montre que G, ---G)p, est un sous-groupe de G d’ordre
plfl . 'pffr = n il est donc égal a G, et de plus, il est isomorphe a G, X+ - - X G)p,..

Soit x = (x1,...,2%) € Gp, X -+ X Gp,, d’apres le théoreme de Lagrange,
il existe au,...,q, tels que o(x1) = pi*,...,o(x,) = p¥. On a o(z) =
ppem(o(z1),...,0(x,)) = pit - p&r. Sio(x) est une puissance p§ de p, alors
ag = -+ =, = 0 et x € Gp,. Il résulte de cela deux choses. D’abord
Gp, = {z € G ; Ja o(x) = p{'}. Ensuite, si G}, est un autre sous-groupe de
G d’ordre pM*| Pordre de tout élément de Gy, divisant M on a Gy, C Gy, et

donc GJ’D1 = Gp,. 1l existe donc un seul sous-groupe d’ordre plfl dans G. Il en
va de méme pour les autres facteurs premiers de n. ]

Exzemple 5.7. — (1) Le groupe G = Zj2 X Zg est abélien et d’ordre 12x90 =
23 .33.5. D’ou sa décomposition primaire G = Go x G3 x Gs.

La composante primaire GG associé au facteur premier 2 est un sous-groupe
d’ordre 23 = 8, donné par

Gy = {(k,h) € Zy13 x Zgq | o(k, h) est un ordre de 2}
= {(l;,il) € Z1o X Ly ’ 23023,%) = (6,6)}
Or,
23k =0[12 =223 2k = 0[3] kE =0[3]
{ 923h =090 =332 5] ‘:’{ 22h = 0[45] ‘:’{ h = 0[45]

Donc
Go = 37/127 x A5Z. /907 ~ 7.4 X Zs.
On montre de méme que la composante primaire (G3 associée au facteur
premier 3 est
G3 = 4Z/1QZ X 10Z/9(]Z ~ Zg X Zg.
Enfin, la composante primaire G5 est
G5 = 127,/187 x 187Z/90Z ~ {0} x Z/5Z ~ 7./5Z
On peut prévoir ce résultat, car G5 est un groupe cyclique d’ordre premier 5,
donc isomorphe & Zs. Ainsi
Zlg X Zgo ~ (Z4 X Zg) X (Zg X Zg) X Z5

Or un produit de deux groupes cycliques d’ordres premiers entre eux est un
groupe cyclique. On va donc regrouper les différents groupes cyclique pour
former une décomposition cyclique :

G Z(ZQX23)X(Z4X29XZ5)
~ ZG X Zlgo
Ainsi Zg x Zysp est la décomposition cyclique de Zis x Zgg et (6,180) est sa

suite des invariants.
(2) Déterminons tous les groupes abéliens d’ordre 3240.



14 CHAPITRE 3

Si G est un groupe abélien d’ordre 3240 = 23-3%. 5, alors sa décomposition
primaire est G = G2 x G3 x G5.
|G| = 23 et 3 admet trois partitions qui sont (3), (1,2) et (1,1,1). Donc
G5 est isomorphe a I'un des groupes
Zos
ZQ X Z22
ZQ X Zg X ZQ

|G3| = 3* et 4 admet cinq partitions qui sont (4), (1,3), (2,2), (1,1,2) et
(1,1,1,1). Donc G5 est isomorphe a I'un des groupes
Zsa
Zg X ng
232 X Z32
Zg X Zg X Z32
Zg X Zg X Zg X Zg
Enfin G5 est un groupe d’ordre 5 (donc cyclique), il est isomorphe &
Zs.
Il y a donc au total a isomorphisme preés 3 x5 x 1 = 15 groupes abéliens d’ordre
3240 :
Zzzs X 234 X Z5 ~ 23240
Zigs X (Lz X Zigz) X L5~ 73 X (Lgs X Ligz X L)
~ 73 X L1080
Zo3 X (Z32 X Z32) X Ly =~ Z32 X (223 X Z32 X 25)
~ Zg X Zggg
Loz X (L3 X Ly X Lg2) X Ls =~ L3 X Ly X Loz X Lig2 X Ls
~ Zg X Zg X Z360
Z23X(Z3X23X23XZ3)XZ5 223XZgXZgX(Z23 XZ3XZ5)
223XZ3 XZgXZlgo
etc... (& compléter par I’étudiant).
D’ou les listes des invariants possible pour G :

(2340), (3, 1080), (9, 360), (3, 3,360), (3,3, 3, 120), etc... (A compléter par I'étudiant).



	1. Groupes monogènes, groupes cycliques
	2. Morphismes de groupes cycliques
	3. Sous-groupes d'un groupe cyclique
	4. Groupes d'ordre premier
	5. Décomposition cyclique des groupes abéliens finis

