GROUPES ABELIENS FINIS

Chapitre 3

Ce polycopié est tres largement inspiré du polycopié utilisé par mon
prédécesseur K. Koufany, que je remercie pour son travail de rédaction.
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Pour tout entier n > 0, on notera Z, I'ensemble Z/nZ = {0,...,n — 1}.

1. Groupes monogeénes, groupes cycliques

Nous rappelons ici la notion de groupe monogene définie au chapitre 1. Un
groupe G engendré par un élément a € G est appelé groupe monogene, on
écrit

G={a)={d"; kez}.
En notation additive, on écrit

G = (a) ={ka; k€ Z}.

Il existe des groupes monogenes infinis, tels que Z, et des groupes monogenes
finis, tels que Z,.
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Définition 1.1. — On dit qu’un groupe G est cyclique lorsqu’il est
monogéne et fini. Tout élément a de G tel que G = (a) est appelé un
générateur de G. On a donc, si |G| =n,

G ={e,a,d?, ...,a" 1}, avec o(a) = n.
Proposition 1.2. — Si G est un groupe monogene et st f est un morphisme

de groupes de G dans un autre groupe G', alors f(G) est monogéne
Démonstration. — En effet, si G = (a) avec a € G, alors f(G) = (f(a)),
puisque f est un morphisme de groupes. ]

Exemples 1.3. — 1. Pour tout entier n > 0, le groupe additif Z,, est
cyclique. En effet, (Z,+) et monogene engendré par 1. Le morphisme
(projection canonique) 7 : Z — Z,, est surjectif, donc Z,, est monogene,
engendré par 7(1) = 1. Comme le groupe Z, est fini d’ordre n, il est
cyclique,

Zn=(1)={0,1,...,n—1}

2. Le groupe multiplicatif U, = {z € C ; 2" = 1} des racines n
I'unité dans C, est un groupe cyclique d’ordre n engendré par par {( =

2im

n . En effet, considérons le morphisme de groupes 7(Z,+) — (C*, x)
tel que 7(k) = €2*7/" Son image m(Z) = U, est un groupe cyclique
d’ordre n, engendré par & := w(1) = e/,

Up = (&) ={1,¢,..." "}

Proposition 1.4. — Si G = (a) est un groupe cyclique d’ordre n, alors on
a l’équivalence, pour k € Z:

iémes de

a* = e <= kenZ

et n est le plus petit entier strictement positif tel que o' = e. De plus, G est
isomorphe au groupe Z/nZ. En particulier, G est abélien.

Démonstration. — 1L’élément a est d’ordre n, et la Proposition 9.1 prouve la
premiére phrase. L’homomorphisme f, : k — a* de Z dans G est surjectif
car (a) = G. Son noyau est nZ. Par factorisation canonique, on déduit un
isomorphisme f, : k + a* de Z/nZ sur G. O

Pour n > 2, on note ¢(n) le cardinal de l’ensemble des entiers k tels que
1 <k <n-—1cetpged(k,n) =1 (c-a-d. n et k premiers entre eux). On
convient que ¢(1) = 1. La fonction ¢ : N* — N* ainsi définie est appelée la
fonction d’Euler ou caractéristique d’Euler.
Les propriétés de la fonction d’Euler sont étudiées dans un exercice de la
troisieme feuille d’exercices.
Proposition 1.5. — Soient G un groupe cyclique d’ordre n et a € G un
générateur de G.
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a) Pour tout k € Z, l'ordre de a* € G est o(a¥) = m.

a® est un générateur de G si et seulement si pged(n, k) = 1.

b) Il existe p(n) générateurs distincts dans G.
Démonstration. — Soit k € Z. Posons d = pged(n, k) € N*. Alors n = dn’ et
k = dk' avec pged(n/, k') = 1. Pour tout m € N, on a (a*)™ = ¢ <= o™ =
e <= nlkm <= n'|k'm <= n/|m. Ainsi n’ est le plus petit entier non nul tel
que (a®)" = e et par suite n’ = o(a¥).
U

En particulier,

Exemple 1.6. — (a) Le groupe additif Z,, est cyclique d’ordre n et engendré
par 1. Ses générateurs sont de la forme k = kl avec0 < k <n—1let kAn = 1.
(b) Le groupe multiplicatif U,, est cyclique d’ordre n et engendré par £ =
e2im/n Seg générateurs sont de la forme §k avec0<k<n—-—letkAn=1.
(c) Soit a € Usg. Alors il existe un entier &k tel que 0 < k < 29 tel que
a = gk avec £ = e2i7r/30 — im/15.

30

O(a) =6 — pgcdgk’ ,30) =6
pged(k,30) =1
<= pgcd(k,30) =5
<~ k=5,25

On en déduit que Usg admet deux éléments d’ordre 6 qui sont &° = eim/3 et
525 — e5i7r/3'

2. Morphismes de groupes cycliques

Proposition 2.1. — Soit G un groupe cyclique et a € G un générateur de

G.

1. Soit f un homomorphisme surjectif de G sur un autre groupe G'. Alors
G’ est cyclique, o' = f(a) engendre G' et |G| divise |G|. En particulier,
tout groupe quotient de G est cyclique.

2. Soit G' un groupe abélien fini tel que |G'| divise |G|. Soit o’ € G'. 1l
existe un unique homomorphisme f de G dans G’ tel que f(a) = d'. 1l
vérifie f(a¥) = (a')*. Pour que f soit surjectif, il faut et il suffit que a’
soit un générateur de G’.

Démonstration. — 1. Puisque f est surjectif, pour tout y € G’ il existe redG
tel que f(z) = y. Oril existe k, 0 < k < n — 1 tel que z = a*, et donc
y = f(a®) = f(a)* et par suite f( ) engendre G'. De plus, comme f est
surjectif, G’ est isomorphe & G/Ker(f) et donc |G'| divise |G|.
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2. Montrons l'existence de f. Celle-ci résulte du diagramme commutatif
suivant, que l'on va construire progressivement :

¢ (1)

%

Z/HZ?G

Posons |G| = n et |G'| = n/. Par hypothése, n/|n : soit donc u € Z tel
que n = n'u. Tout d’abord, puisque a est d’ordre n, on peut définir ¢ comme
l'isomorphisme produit dans la Proposition 10.1 du chapitre 1 ; il envoie k sur
ak.

On définit h : Z — G’ par h(k) = (a’)¥, et on veut montrer que h passe au
quotient en une application h : Z/nZ — G'. D’aprés la Proposition 9.10 du
chapitre 1, cela est possible si et seulement si nZ C Ker(h). Or, soit k € Z.
Par le Corollaire 10.5 du chapitre 1, on a (a’)" = e. Ainsi (a/')™ = (a/)""F =
e“¥ = e. On a donc bien nZ C Ker(h), de sorte que h est bien définie.

On pose alors f = ho ! : c’est un morphisme de groupes de G dans G/,
comme composée de morphismes. De plus,

f(d*) =h(p™!(a")) = h(k) = h(k) = ()",

donc f vérifie les conditions souhaitées. Avec k = 1, on trouve f(a) = a'.
Montrons 'unicité de f € Hom(G,G’) tel que f(a) = a’. Soit donc fi, fo
deux tels morphismes, et soit k € Z. On a fi(a*) = fi(a)* = (a’)*, donc
fi(@®) = fo(a¥) = (a)*. Pour g € G quelconque et k tel que g = a¥, on
obtient fi(g) = fa(g).
Pour que f soit surjective, il faut et il suffit que a’ engendre G’ car Im(f) =
Im(h) = {da'). O

Remarque 2.2. — Soit G et G' des groupes et supposons G’ abélien. Alors
Hom(G, G") est un groupe pour le produit x défini par (f1% f2)(x) = fi1(x) fa(x).
Démonstration. — Montrons que Hom(G,G’) est un sous-groupe du groupe
F(G,G") des fonctions quelconques de G dans G’. Soit en effet fi, fo €
Hom(G, G"). Montrons que f; * f* € Hom(G,G’). Pour z,y € G, on a

(e 0w = Ay @) = @AW GE @
= [@)f @ hH) L 1Y) = (fl*fz D@ (x5 ) ()
O
Corollaire 2.3. — Soit G un groupe cyclique d’ordre n, engendré par a, et

soit G' un groupe abélien d’ordre n', avec n'|n. On a un isomorphisme de
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groupes 6 : Hom(G,G") — G . L’application réciproque de 6 envoie

f = f(a)
a' € G’ sur le morphisme f : a* s (a’)*.
Démonstration. — Pour a’ € G', on pose €(a’) le morphisme de groupes G —

G’ qui envoie a* sur (a/)* (f est bien défini d’aprés la Proposition précédente).
On vérifie que 0 est un morphisme de groupes, et que 0 et € sont bien des
bijections réciproques 'une de 'autre. ]

Corollaire 2.4. — Soit G un groupe cyclique. On a un isomorphisme entre
Hom(G,G) et G. Si on note f, € Hom(G,G) le morphisme de G dans G
donné par fm(x) = 2™, tous les morphismes de G dans G sont de la forme
fm pour un m donné.

Démonstration. — D’aprés le Corollaire précédent, tout morphisme f: G —
G est de la forme f = ¢(a’) pour un certain a’ € G. On a alors f(a*) = (a')*.
11 suffit donc de remarquer que si m est tel que a’ = a™, on a f(a*) = (a')¥ =

a™k — (ak)m = fm(ak), de sorte que f = fi,. 0

Ezxemple 2.5. — 1. Le groupe Z/7Z est cyclique engendré par 1. Un
élément k = k1 € Z/77Z est un autre générateur si et seulement si kA7 = 1
et k < 7. Donc k =1, 2, 3, 4, 5, 6. D’ou 'ensemble des générateurs
Ar = {1,2,3,4,5,6,}

2. Si f:Z/TZ — Z]7Z est un endomorphisme de groupes, alors pour tout
keZ/TZ, f(k) = f(k1) = kf(1). On en déduit que f est complétement
déterminé par la donnée de f(1).

3. Remarquons que si g : Z/7Z — Z/7Z est un endomorphisme injectif ou
surjectif, alors il est bijectif. Soit f :7Z/7Z — Z/7Z un endomorphisme.
D’apres la Proposition 2.1 f(1) engendre le groupe cyclique d’arrivée
Z]TZ, si et seulement si f est surjectif et donc bijectif.

4. On déduit de la question précédente, que le nombre d’automorphismes de
Z)TZ est égal au cardinal de I’ensemble des générateurs de Z/7Z. Donc
Card(Aut(Z/77Z)) = Card(Az7) = 6.

5. Les éléments de Aut(Z/7Z) associés aux divers choix de I'image de 1
sont les fr tels que fi(1) =k pour tout k =1,2,3,4,5,6 :

firm=nl—nl=n fo:nm=nl—n2=2n f3:n=nl—n3=3n
faim=nl—nd=4n fs:nm=nl—nb=6n feg:n=nl—nb=>6n

Remarquons que f; = Id. Posons g = fs. On a

o 92(1) =9(3) =9=2= f5(I). Donc 7> = fo car 1 engendre Z/7Z.
* g°(1) = g(g°(1)) = 9(2) = 6 = f5(I). Donc g° = =Js.

o g'(1) = g(g°(1)) = 9(6) = I8 = 1 = fy(1). Donc g = fa.

* 3°(1) = g(g"(1)) = 9(4) =12 =5 = f5(1). Donc g° = f5.
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e ¢%(1) = g(¢°(1)) = g(5) = 15 = 1. Donc g% = Id. On en déduit
que 'ordre de g est 6.
Regroupons :

AUt(Z/7Z) = {f17f27f37 f4a f57f6} = {Ida9792793794795} = <g>

Le groupe Aut(Z/7Z) est donc cyclique d’ordre 6 engendré par g = fs.
Comme ¢(6) = 2 ce groupe cyclique a 2 générateurs qui sont g(= f3) et
g°(= f5) puisque 1 et 5 sont les seuls entiers k tels que k < 6 et kA6 = 1.
D’une fagon générale, on a :
Lemme 2.6. — Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Le groupe Aut(Q)
est d’ordre p(n) et ses éléments sont les applications fr avec k un entier
0 <k <n-—1 premier avec n.
Démonstration. — Soit a € G un générateur de G. D’apres le Corollaire 77,
les automorphismes de G sont déterminés par le choix d’un générateur a’ de
G. Or d’aprés la Proposition 1.5 les générateurs de G sont de la forme a* avec
0<k<n-—1letkAn=1. On adonc p(n)automorphismes, qui sont donnés

par al — a¥. ]

Remarque 2.7. — En notation additive, les éléments de Aut(G) sont les
applications fx : G — G telles que fi(z) = k.

3. Sous-groupes d’un groupe cyclique

Proposition 3.1. — Soient G un groupe cyclique d’ordre n et a un
générateur de G. Tout sous-groupe de G est cyclique et pour tout diviseur d
de n, il existe un unique sous-groupe Hy de G d’ordre d. En posant 6 = n/d,
ce sous-groupe est caractérisé par

Hy = Ker fg =1Im f5.
Démonstration. — Comme G est abélien, pour tout k € N, fi : @ — 2¥ est

un endomorphisme de G. Soit d un diviseur de n et 6 = n/d. La preuve de
I’égalité Ker f; = Im fs5 repose sur deux observations.

D’une part,
Im fg = {2 |z € G} = {(a")?| k € Z} = {(a®)" | k € Z} = (a”).
Comme a? est d’ordre n/d = § par la Proposition 1.5, |Im fy| = §. Par
symétrie, | Im f5| = d. Par ailleurs, |Im fy| = m par factorisation canon-

ique, donc | Ker fy| = d.

D’autre part, pour z € G, on a 2" = e (cf Corollaire 9.4 du chapitre 1),
donc (m‘s)d = e. Ainsi, f4(fs(z)) = e. Comme ceci est valable pour tout z
dans G, on en déduit que Im f5 C Ker f;. Cette inclusion étant une inclusion
d’ensembles de cardinal d, c’est une égalité.
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Par ailleurs, on sait que le noyau d’un morphisme de groupes est un sous-
groupe, ainsi Ker f; = Im fs est un sous-groupe d’ordre d.

Montrons maintenant que c’est le seul. Soit donc un sous-groupe H d’ordre
d. On a donc pour tout = € H, % = e. Ainsi, H C Ker f;. De nouveau, cette
inclusion d’ensembles de méme cardinal est une égalité, et H = Ker f;. C’est
donc le seul sous-groupe de G de cardinal d. 0

Remarque 3.2. — En notation additive,
H; =ZKer(fqg) ={re€G : dx=0}
=Im(fs)={rx € G : Jyeq, dy=ux}
— (da)

Ezemple 3.3. — (a) Le groupe Zjs est cyclique d’ordre 12 engendré par 1.

Les sous-groupes Hy sont en correspondances avec les diviseurs d de 12 = 22-3,
quisont 1,2,4=2236=2-3et12=22.3:

— H; = {0}, d’ordre 1.
— Hj le sous-groupe d’ordre 2 est engendré par %I =6,

Hy ={0,6}
— Hy le sous-groupe d’ordre 4 est engendré par %i =3,
Hy = {0,3,6,0)

— Hg le sous-groupe d’ordre 6 est engendré par 321 = 2,
HG = {67 é) Zl) éa 87 ]-70}
— Hjs le sous-groupe d’ordre 12, c’est donc Zis.

(b) Le groupe Uy est cyclique d’ordre 20 engendré par £ = e2im/20 — ¢im/10,

Ses sous-groupes Hy sont en correspondance avec les diviseurs de 20 qui sont
1,2,4=22510=2-5et20=22-5:

— H; = {1} est d’ordre 1.
— Hy le sous-groupe d’ordre 2 est engendré par £20/2 = ¢10 = ¢im = 1,

Hy ={1,-1}
— Hy le sous-groupe d’ordre 4 est engendré par £20/4 = ¢5 = ¢im/2,
Hy={1,67,69,¢%) = ..
— Hs le sous-groupe d’ordre 5 est engendré par £20/° = ¢4 = £2i7/5,
Hs = {1,¢%,¢6%,¢"%,¢'%}
— Hjg le sous-groupe d’ordre 10 est engendré par £20/10 — £ = eim/5,

HlO = {17 527 547 66) 587 5107 512’ 5147 516’ 618}
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— Hyg le sous-groupe d’ordre 20, c’est donc Usg.

On donne ici une autre maniére, autre que celle de 'Exemple 1.6,
pour trouver des éléments d’'un groupe cyclique d’un ordre donné. Par
exemple si un élément a € Uy est d’ordre 4, il engendre un sous-groupe
d’ordre 4 qui admet p(4) = 2 générateurs. Ce sous-groupe est Hy. Il
est engendré par w = £°. L’autre générateur est de la forme w* avec
0<k<3etkAN4d=1c, est-a-dire k = 3. Ainsi les générateurs de Hy

sont &2 et £1° et ce sont les seuls éléments de Uyg d’ordre 4.
Lemme 3.4. — Soient H et K des groupes finis. Alors l’élément (h,k) du
groupe H x K est d’ordre o(h, k) = ppcm(o(h),o(k)).
Démonstration. — ¥Ym € N*, on a (h, k)" = (em,ex) <= (K™, k™) =

(em,ex) <= h™ = ey et k™ = ex <= o(h)lm et o(k)jm —
ppcm(o(h), o(k))|m. Donc le plus petit m € N* tel que (h, k)™ = (em, ex) est
le ppcm(o(h), o(k)). O

Proposition 3.5. — Le produit Gy X Go de deux groupes est cyclique si et
seulement st G1 et Gy sont cycliques d’ordre m et n premiers entre eux. Dans
ce cas, (a,b) € G1 X Go est un générateur de G1 X Go si et seulement si a et
b sont des générateurs de G1 et Go respectivement.

Démonstration. — Tout d’abord, si G x G2 est un groupe cyclique, alors
les projections canoniques p; : G1 X Ga — G1 et po : G X Gy — G4 étant
des morphismes surjectifs, d’apres la Proposition 2.1, G1 = p1(G1 x G2) et
G2 = p2(G1 x G2) sont cycliques.

Soit maintenant (a,b) € G1 x Ga. D’apres le Lemme 3.4,

o(a,b) = ppem(o(a), o(b)) | o(a)o(b) | mn

avec égalité si et seulement si ppcm(o(a), o(b)) = o(a)o(b),0(a) = m et o(a) =
n, soit si et seulement si a est un générateur de G1, b est un générateur de Gs,
et m et n sont premiers entre eux. Le groupe G1 X G2 est donc cyclique si et
seulement si m et n sont premiers entre eux, et dans ce cas les générateurs de

G1 x G4 sont les couples (a,b) de générateurs. O
Corollaire 3.6. — Soient G1,...,G} des groupes cycliques d’ordre respec-
tivement ni,...,ng. Alors le produit G1 X --- X G est un groupe cyclique si
et seulement si ny,...,n; sont deux a deuxr premiers entre eux.
Démonstration. — Le raisonnement se fait par récurrence sur k. D’apres la
Proposition 3.5, le résultat est vrai pour £ = 2. Supposons ce résultat vrai
pour k — 1 groupes cycliques. Considérons k groupes cycliques Gi,...,Gg
d’ordre nq,...,nk.

Supposons nq,...,n; deux a deux premiers entre eux. D’apres ’hypothese

de récurrence, G = G x---x Gi_1 est cyclique. De plus, son ordre nq - - - ng_1
et premier avec 'ordre ng de G. D’apres la Proposition 3.5, G1 X -+ - X Gp_1 X
Gr = G’ x Gy, est cyclique.
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Réciproquement, si G1 X --- x G}, est cyclique, alors G' = G x -+ x Gj_1
et G, sont cycliques car la projection de G' sur G’ est un morphisme surjectif.

D’apres 'hypothése de récurrence, ni,...,ni_1 sont premiers entre eux. Or
d’apres la proposition 3.5, ng est premier avec |G'| = nq ---nj_1 et donc avec
NYyeeey Mfp—1- ]

4. Groupes d’ordre premier

Proposition 4.1. — Soit G un groupe non réduit a l’élément neutre. Alors
G n’a pas d’autre sous-groupe que G et {e}, si et seulement si G est cyclique
d’ordre premier.
Démonstration. — Soit G un groupe cyclique d’ordre premier p. Comme p >
1, alors G # {e}. D’apres le théoreme de Lagrange, 'ordre d’un sous-groupe
de G ne peut étre que 1 ou p, donc G n’a pas d’autre sous-groupe que {e} et
G.

Réciproquement, considérons un groupe G # {e} dont les seuls sous-groupes
sont G et {e}. Soit z # e un élément de G. Donc (z) = G et G est monogene.

Si G était infini, G serait isomorphe a Z donc aurait d’autres sous-groupes
que G et {e}. Par conséquent G est fini et donc cyclique. G n’ayant pas
d’autres sous-groupes que G et {e}, 'ordre de G n’a pas, dans N*, d’autres
diviseurs que lui méme et 1, c’est donc un nombre premier. ]

Lemme 4.2. — Soit G un groupe fini. Supposons qu’il existe un sous-groupe
H du centre Z(G) de G tel que G/H soit un groupe cyclique. Alors G est
abélien.

Démonstration. — Tout sous-groupe du centre étant distingué, G/H est un

groupe. Puisque G/H est cyclique, il existe a € G, tel que a engendre
G/H. Soient z,y € G. 1l existe k,/ € N tels que # = a* et j = al.
Il existe alors 2,2/ € H C Z(H) tels que z = af

Ty = (akz)(agz’) = akalzy = a’”g(zz’) puisque z € Z(G). On vérifie de

z et y = a*Z. Dou

méme que yr = a*T*(22'). Ainsi 2y = yz et G est abélien. O
On reprend un théoreme du chapitre 2 :

Théoréme 4.3. — Tout groupe G d’ordre p?, avec p premier, alors G est

abélien.

Démonstration. — Nous allons donner ici une démonstration différente de

celle du Théoreme 3.7 dans le chapitre 2.

D’aprés le théoréme de Lagrange, |Z(G)| divise |G| = p?. D’apres le
Théoréme 3.6 du chapitre 2, |Z(G)| est d’ordre p ou p?. Supposons que
|Z(G)| = p. Le groupe quotient G/Z(G), d’ordre [G : Z(G)] = p, est cy-
clique d’apres la Proposition 4.1. Le Lemme 4.2 montre que G est abélien
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et donc Z(G) = G ce qui contredit le fait que |G| = p?. Par conséquent
|Z(G)| = p? et Z(G) = G, donc G est abélien. O

5. Décomposition cyclique des groupes abéliens finis

Lemme 5.1. — Soit G un groupe abélien fini et a € G un élément d’ordre
o(a) mazimal. Tour tout v € G/{(a) il existe v € G tel que T = =y et o(x) =
o(a).

Démonstration. — Soit ¢ le morphisme canonique
v:G—G/(a), T—Z

et soit s Pordre de v dans le groupe G/(a). Comme ¢ est surjectif, il existe
x € G tel que () = v, c-a-d & = 7. Puisque ¢ est un morphisme, ¢(sz) =
sy =0 et donc sz € Ker(p) = (a) = {0,a,2a,...,(o(a) — 1)a}. 1l existe donc
un entier k tel que 0 < k < o(a) et sz = ka. Par division euclidienne, il existe
des entiers g, r tels que

k=sq+r et 0<r<s, (2)

d’ott sz = ka = sqa + ra. Posons 2’ =z — qa. On a p(z') = p(x) = 7 et par
suite s = o(y)|o(z). On a sz’ = sz — sqa = ra. On va montrer que r = 0,
donc que sz’ = 0 et donc o(z')|s, ce qui achévera la preuve du lemme.
Supposons 7 # 0. En utilisant la Proposition 1.5 avec sz’ € (2'), on a
no_ o(z’) . n _ o(z') . / ;1
o(sz') = acd(o ) Soit o(sz') = =~ puisque s|o(z). On en déduit que
o(a)

s— Y

pged(o(a), )

(la derniere égalité découle de la Proposition 1.5 avec ra € (a)). Comme o(a)
est maximum, on a o(z') < o(a). En utilisant la relation précédente on a alors
s < pged(o(a),r) < r. Cela contredit (2), donc r = 0, ce que l'on voulait
montrer. U

o(z') = so(sx') = so(ra) =

Définition 5.2. — Soit Hy, Hy des sous-groupes d’un groupe abélien G. On
dit que G est produit direct de Hy et Hoy si

1. HHN Hy = {6},’

2. G=H1H,.
Dans ce cas, lapplication ¢ : Hy x Hy — G est un isomorphisme
(hl,hQ) —> h1h2
de groupes.

Soit Hy,...,Hy des sous-groupes d’un groupe abélien G. On dit que G
est produit direct des sous-groupes Hy,...,Hy si HiHo--- Hp_1 est produit
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direct des sous-groupes Hy, ..., Hir_1 et G est produit direct des sous-groupes
H{Hy---Hi_q et H;. De maniére équivalente, l'application

@ Hix---xH, — G
(hl,...,hk) —> hl"-hk

est un isomorphisme de groupes.
Théoréme 5.3 (Décomposition cyclique). — Soit G un groupe abélien
fini d’ordre n > 2. Il existe une unique suite d’entiers qi,q2,...,qe telle que

1<Q1|q2|"'|Qk et GZqu qugx...Xqu.

La suite (q;) caractérise G a un isomorphisme prés, on l'appelle suite des
invariants de G.

Démonstration. — Existence : nous allons raisonner par récurrence sur ’ordre
n de G.

Sin = 2, alors G est cyclique d’ordre 2 et il est isomorphe a Zo. Soit G un
groupe abélien fini d’ordre n > 2. Supposons vraie ’existence pour les groupes
d’ordre strictement inférieur & n. Soit a € G tel que m = o(a) est maximal.
Onam > 1 car G # {0}, donc G/(a) est d’ordre strictement inférieur a
|G| = n. D’apres ’hypothese de récurrence, il existe des sous-groupes cycliques
Gl =(),...,G,_; = (ag_1) d’ordres qi, ..., qx_1 vérifiant

1<aqlg| - |lg-1 et G/la) 2G| x - xG)_,4 (3)

D’apres le Lemme 5.1, il existe dans G des éléments a1, ... ag_1 tels que pour
chaque i, a; = «a; et o(a;) = o(a;). Montrons que G est produit direct des
sous-groupes G = (a1),...,Gr_1 = (ag—-1), Gk = (a). Notons

’(ﬁ G x---xG, —» G
(x1,...,2k) +— T+ - +xg

Notons aussi ¢ le morphisme canonique G — G/(a).
Montrons d’abord la surjectivité de . Soit z € G, il existe des éléments
nia; € G tels que T = njay + ... ng_1ag_1. Alors

o) =nag + ... ng_10p_1 = @(nia1 + ... ng_1a_1)

ce qui entraine que x — (nya; + ...ngp_1ax—1) € Ker(p). Il existe donc un
élément nya € Ker(p) = (a) tel que

T=n1a1 + ... Np_10—1 + Nra (4)

ce qui montre que G = G1 + ...+ Gj. Pour montrer que G est produit direct
des sous-groupes G1, ..., Gy, il suffit de montrer que la décomposition (4) est
unique. Supposons que x admet une autre décomposition z = myay + ... +
mi_1ak—1+mya. Alors T = p(x) = nial+. .. ng_1a),_, = miaj+...my_1a;_,
(car ¢(a) = 0). Comme G/(a) est produit direct de G,...,G}._;, on a ny =
mi,...,ng—1 = mg_1. On en déduit que nya = mya ou encore (ng —my)a =0
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ce qui entraine que ny = my puisque 0 < |np — mg| < o(a). Ainsi G =

G1 X -+ X Gy. il reste a montrer que q1|q2| - - - |qx.

D’aprés Lemme 3.4, Pordre de xg = (a1,...,a5_1,a) € Gy X -+- x Gy,
est le ppem de o(ay),...,0(ax—1),0(a). Donc o(xg) > o(a). Comme o(a
est le maximum des ordres des éléments de G, on en déduit que o(a) =
o(xg) = ppem(o(ay),...,o(ag—1),0(a)) et donc o(ai)|---|o(ag—1)|o(a) en ten-
ant compte de (3).

Unicité : Nous allons montrer I'unicité de la suite g1, ..., g par récurrence

sur 'ordre n de G.

Si n = 2, la suite est unique, et elle est réduite a 2. Supposons 'unicité
vraie pour les groupes d’ordre strictement inférieurs a n. Soit G un groupe
d’ordre n > 2. Considérons deux décompositions

G=G x - xG=G x--x@q)

avec G = Zg;, Gy = L, 1< 1|+ |a et 1 < 4]+ |-

Soit p un facteur premier de g; et donc de ¢qo, ..., q;. Comme G est abélien,
f & — pz est un endomorphisme de G. On va raisonner sur le groupe f(G).
Le morphisme f laisse stable chacun des sous-groupes Gy, i.e. f(G;) C G;.
D’apres la proposition 3.1, f(G1) C Gy est 'unique sous-groupe de G d’ordre
%. De méme f(G3) C Go,..., f(Gk) C G sont d’ordre %2, e %’“. On a pour
tout i =1,...,k—1,

YOG | N F(Gi) C [ DGy | NGipr = {0}
=1 i=1

car G est produit direct de Gi,...,Gr. Donc f(G) est produit direct de
F(Gr), ., f(Gy) et on a |£(G)] = 23 = I5],
De méme, on a f(G’;) C G pour j =1,..., het f(G) = f(G})x- - < f(G},).

Puisque ¢{|---|q,,, il existe r tel que p ne divise pas qf,...,q. et p divise
Qits-r Q- On aalors f(G)) = G car f : & — pzx est un autmorphisme
de G|. De méme f(Gh) = GS,..., f(G.) = G.. Par contre, les ordres de
4 -
f(Gyq),-- ., f(Gy,) sont p“,...,q?, donc
/ /
o rQry1 " dm |G‘
’f(G)‘ =44y ph_r - ph_T

En comparant les deux valeurs de | f(G)| obtenues, on voit que k = h—r < h.
En échangeant les réles on obtient de méme h < k et donc h = k. On en
déduit que r = 0 et que p divise ¢, . .., q,. D’apres 'hypothese de récurrence,

la. décomposition cyclique de f(G) est unique. Les deux suites %, cey %’f et
%, ey %’“ sont donc égales et les suites qi,...,qx et ¢}, ..., g, sont égales. [
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Corollaire 5.4. — Soit G un groupe abélien d’ordre p® avec p premier. Alors
il existe une partition (B1,...,0k) de a avec f1 < ... < Bk, b1+ ...+ Br =«
telle que

GEZpﬁl X--'XZpﬁk.

De plus, pour tout o < «, il existe G’ < G tel que |G'| = p®.
Démonstration. — Le premier point est conséquence du Théoréme 5.3 en ob-
servant que g; = pﬁi, puisque ¢;|p*.

Pour le deuxieme point, on a

O<hr<bBit+tfo<--<fit+: - +f=a

et 0 < o < «. Ainsi, il existe un entier ¢ < k tel que 23;11 B <o < Z;Zl B;-
En posant G’ = Z)pPT x --- x ZJpPZ x H avec H C Z/p%7Z d’ordre

’_ i—1
p* 2 (qui existe d’apres la Proposition 3.1), on conclut. O

Corollaire 5.5. — Soit G un groupe abélien fini. Il existe un élément a de
G dont l'ordre est le ppcm des ordres des éléments de G.

Démonstration. — Posons n = |G|. Sin = 1, le résultat est évident. Sin > 2,
il existe dans G des sous-groupes cycliques Gy, ..., Gy tels que G = G X - -+ X
Gy d’ordres qi,...,qx tels que qi|g2 - - - |gk. Soit a un générateur de Gy. Pour
tout x = (21,...,25) € Gy X---XG = Gonao(r) =ppcm(o(x1),...,0(xx)),
avec o(x1)|q1 - - |qk, o(x2)|q2| - - - |qk, ect... Donc o(x) divise g = o(a) et o(a)
est le ppem des ordres o(x) des éléments x € G. O

Théoréme 5.6 (Décomposition primaire). — Soit G un groupe abélien
fini d’ordre n > 2. Soit n = p{* - p&r la décomposition en facteurs premiers
de n.

(a) Pour tout diviseur d de l'ordre n de G, il existe un sous-groupe de G

d’ordre d.

. . (e %) LU . .
(b) Pour chacun des diviseurs pjj ot j = 1,...,r, il existe un seul sous-

groupe G, d’ordre p;-lj, et Gp, ={x € G, o(x) |p§y]} De plus
GGy XX Gy (5)
Un sous-groupe Gy, est appelé composante pj-primaire et la décomposition
(5) est appelée décomposition primaire de G.
Démonstration. — (b) Soit G ~ Z/q1Z X - - - x 7/ qi.Z la décomposition cyclique
de G. Ecrivons ¢; = [[j_, pjo»”j .Ona
G~ H?:l (Z/ H;:l P?”Z) ~ 1L (Hj Z/p?ijz
~ [I; (Hz Z/p?ijZ

En posant G, = [[; Z/p; "Z, on a I'isomorphisme (5).
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De plus, soit d un diviseur de n, et écrivons d = []; pjj avec 3; < aj.
D’apres le Corollaire 5.4, puisque chaque Gp est un pj-groupe, on peut trouver
un sous-groupe Hj de G, de cardinal p] On obtient alors que H := H H;
est bien un sous-groupe de G d’ordre d.

On montre maintenant la caractérisation et l'unicité de Gp,.  Soit
r = (x1,...,2,) € Gp, X -+ X Gp,. Dapres le théoreme de Lagrange,
il existe y1,...,7, tels que o(z1) = pi',...,0(z,) = p)r. On a o(z) =
ppem(o(x1), ..., 0(x,)) =pi* - p)r. Sio(zx)divise p{, alorsye =+ =7, =0
et © = (z1,1,...,1) € Gp,. 1l résulte de cela deux choses. D’abord
Gp, = {x € G ; o(x)|p]'}. Ensuite, si G}, est un autre sous-groupe de G
d’ordre p{", comme l'ordre de tout élément de Gy, divise pi*, on a G}, C Gy,
et donc Gy, = G, Il existe donc un seul sous-groupe d’ordre pi" dans G. 1l
en va de méme pour les autres facteurs premiers de n. ]

Exemple 5.7. — (1) Le groupe G = Z13 X Zgy est abélien et d’ordre 12x 90 =
23.3%.5. D’ou sa décomposition primaire G = Go x G3 x Gs.

La composante primaire G2 associé au facteur premier 2 est un sous-groupe
d’ordre 22 = 8, donné par

Gy = {(k,h) € Zy13 x Zgq | o(k, h) est un ordre de 2}
= {(k,h) € Zy3 X Zgy | 23(k,h) = (0,0)}
Or,
23k =0[12 =22 3] 2k = 0[3] E =0[3]
{ 23K =0[90 =332 5 { 922 = 0[45] ‘:’{ h = 0[45]
Donc

Go = 37 /127 x A5Z /907 ~ 7.4 X Zs.
On montre de méme que la composante primaire (G3 associée au facteur
premier 3 est
G3 = 4Z/1QZ X 10Z/QOZ =~ Zg X Zg.
Enfin, la composante primaire G5 est
G5 = 127Z/18Z x 187/90Z ~ {0} x Z/57 ~ 7./57
On peut prévoir ce résultat, car G5 est un groupe cyclique d’ordre premier 5,
donc isomorphe & Zs. Ainsi
Zlg X Zgo ~ (Z4 X ZQ) X (Zg X Zg) X Z5

Or un produit de deux groupes cycliques d’ordres premiers entre eux est un
groupe cyclique. On va donc regrouper les différents groupes cyclique pour
former une décomposition cyclique :

G 2(Z2X23)X(Z4XZQXZ5)
~ 76 X Z180
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Ainsi Zg x Z1so est la décomposition cyclique de Zia X Zgp et (6,180) est sa
suite des invariants.
(2) Déterminons tous les groupes abéliens d’ordre 3240.
Si G est un groupe abélien d’ordre 3240 = 23-3%. 5, alors sa décomposition
primaire est G = G2 x G3 X G5.
|G| = 23 et 3 admet trois partitions qui sont (3), (1,2) et (1,1,1). Donc
(G5 est isomorphe & I'un des groupes
Ziy3
Zo X Z22
ZQ X ZQ X ZQ

|G3| = 3* et 4 admet cinq partitions qui sont (4), (1,3), (2,2), (1,1,2) et
,1,1,1). Donc G3 est isomorphe a 'un des groupes
1,1,1,1). D G i he & 'un d

Ziga
Zg X ng
Z32 X Z32
Zg X Zg X Z32
Zg X Zg X Zg X Zg
Enfin G5 est un groupe d’ordre 5 (donc cyclique), il est isomorphe a
Zs.
Il y a donc au total a isomorphisme pres 3 x5 x 1 = 15 groupes abéliens d’ordre
3240 :
ZQ3 X Zg4 X Z5 ~ 23240
Loz X (L3 X Lig3) X Ly =~ Ly X (Lgs X Lz X Ls)
~ 73 X L1080
Zigs X (Z32 X Z32) X Ly =~ Z32 X (223 X Z32 X Z5)
~ Zg X Z360
Loz X (L3 X Ly X Uig2) X Lz =~ L3 X Ly X Loz X Lig2 X Ls
~ Zg X Zg X Z360
ZQSX(Z3XZ3XZ3X23)XZ5 223XZ3XZ3X(Z23 XZ3><Z5)
223XZ3 XZgXZ120
etc... (& compléter par I'étudiant).
D’ou les listes des invariants possible pour G :

(2340), (3, 1080), (9, 360), (3, 3,360), (3,3, 3, 120), etc... (A compléter par I'étudiant).
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