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Exercice 1. Définir les notions d” anneau inteégre, factoriel, euclidien, principal, Noethérien, et donner
les relations d’implication entre ces propriétés.

Exercice 2. On considere la permutation o € Sy définie par

1.
2.
3.
4.

_ (123456 7 8910
U_(4687251031 9)‘

Décomposer o en produit de cycles disjoints.
Calculer 'ordre de o dans Sg.

Calculer 04781,
Calculer la signature de o.

Exercice 3. On consideére le groupe (Z/17Z)* des inversibles dans 'anneau Z/17Z.

1.
2.

Montrer que tout élément non nul de Z/17Z est inversible. Quel est 'ordre de (Z/17Z)* ?

On rappelle que (Z/17Z)* est cyclique. Rappeler le théoréeme qui décrit tous les sous-groupes
d’un groupe cyclique.

Montrer que (Z/17Z)* a exactement un sous-groupe d’ordre 8 et donner les deux descriptions
vues en cours de ce sous-groupe.

Soit T € Z/177Z non nul. Montrer que T est un carré si et seulement si 5 = 1.

Soit T une racine de P(X) = X%+ X% + X2 +1 dans Z/17Z. Montrer que Z° = 1 puis que T est
un carré dans Z/17Z.

Déterminer les racines de P et écrire P comme produit de facteurs irréductibles dans Z/17Z[X].

Exercice 4. Donner la liste de tous les groupes abéliens d’ordre 240 écrits selon leur décomposition
cyclique.

Exercice 5. Soit p un nombre premier (p > 2) et Z[iy/p] C C l'ensemble des nombres de la forme
a + bi,/p avec a,b € Z.

1.
2.
3.

© XN Do

10.

Montrer que Z[i,/p] est un sous-anneau de 'anneau (C, +, x).
Montrer que Z[i,/p] est integre.
Pour z € Z[i,/p], on note Z le conjugué complexe de z. Montrer que si T |y dans Z[i,/p], alors
x|y dans Z[i\/p].
On note N(z) = zZ. Déterminer N(a + bi,/p) en fonction de a et b.
Montrer que Va,y € Z[i\/p], on a N(zy) = N(x)N(y).
Soit = € Z[i,/p]. Montrer que x est inversible dans Z[i,/p] si et seulement si N(x) = 1.
En déduire que Z[i,/p]* = {—1,1}.
Soit = € Z[i,/p]. Montrer que si N () est un nombre premier, alors x est irréductible.
On suppose dans cette question que p = 7.
(a) Montrer que si x n’est pas inversible, et non nul, alors N(x) > 4.
(b) Montrer que 1+4v/7,1—iv/7 et 2 sont irréductibles (on pourra calculer N (14iy/7), N(1 —
i\/T) et N(2) et utiliser la question précédente).
(c) En écrivant 8 comme produits d’éléments irréductibles de Z[iv/7], montrer que Z[iy/7] n’est
pas factoriel.
On suppose dans cette question que p = 2. On rappelle qu'on a vu en cours que Z[zﬂ] est
euclidien. Cette question est plus difficile que les précédentes.
(a) Montrer que Z[i\/2] est factoriel.
(b) Soit z € Z[iv/2] non inversible. Montrer qu’il existe un entier £ > 1 et des éléments
x; € Z[iv/2] irréductibles et tels que :



© z=I1- T ;
e Vi>2 Re(z;) >0;
e Sii < jalors N(z;) < N(zj) ;
e Sii<jet N(z;) = N(z;) alors |Re(z;)| < |Re(z;)].
Montrer de plus que l'entier £ et les éléments x; sont uniques.
(c) Soit x € Z[iv/2] tel que N(z) est un nombre premier. Montrer que z est premier dans
'anneau Z[iv/2).
(d) Soit = € Z[iv/2] tel que N(x) est un nombre premier et y € Z[iv/2] tel que N(z)|N(y) dans
7. Montrer que x|y ou que T |y dans Z[iy/2].
(e) Soit p un entier premier, et soit x,y € Z[iv/2] tels que N(z) = N(y) = p. Montrer que
r = +y ou que x = +7.
(f) Donner 'unique décomposition de 1’élément 7 — 17iy/2 en produit de facteurs irréductibles
dont il est question dans la question (b).



