Algebre linéaire 2 - exercices de cours

1 Déterminants

Exercice de cours 1.1 Combien y a-t-il d’éléments dans &3 ¢ Donner la liste des éléments de
Gs.

Remarque 1.1 &,, muni de la loi de composition o est un groupe. En effet o est une loi interne.
En effet si (0,0") € &2, alors 0 o0’ € &, car la composée de deux bijections est une bijection.

ns
La loi o est associative. En effet si (0,0',0") € &3, alors on a évidemment (o 0 0’) 00" =

n’
oo (o' od”).
L’application identité notée id (id(k) = k pour tout k € F,) est une permutation de F, et est
l’élément neutre pour o. Pour tout 0 € &, on a cold= Idoo =o.
1

Tout élément o de &,, admet un inverse qui n’est rien d’autre que la bijection réciproque o~ .

Définition 1.2 &,, muni de la loi o s’appelle le groupe des permutations ou groupe sy-
métrique.

Définition 1.3 On suppose que n = 2. Pour tout (i,5) € F? tel que i < j, on appelle transpo-
sition échangeant i et j et on note 1;; la permutation de F,, définie par 7;;(i) = j, 7;;(j) =1 et
7;5(k) = k, pour tout k € F, \ {3, j}.

On écrira aussi 75 = (i, j).

1 2 3 4

Exemple 1.4 7':<4 9 3 1

) est une transposition et on a T = (1,4).

Nous admettons maintenant le théoréme suivant qui nous sera utile par la suite.
Théoréme 1.5 Tout élément de S,, est produit de transpositions.

1.1 Signature d’une permutation

Définition 1.6 Soient 0 € &,, et i,j € {1,--- ,n}. On dit que le couple (i,j) présente une
inversion pour o (ou est une inversion de o) si : i < j et o(i) > o(j). On note (o) le nombre
d’inversions de o.

Exemple 1.7 La permutation Id ne possédant aucune inversion, on a ¢(Id) = 0.



1 2 3 4
4 3 1 2

sont des inversions de o. En revanche (3,4) n’est pas une inversion. Donc £(c) = 5.

Exemple 1.8 Considérons o = < ) Les couples (1,2), (1,3), (1,4), (2,3),(2,4),

Soit 7 = (4,7+ 1) une transposition élémentaire et soit o € &,,. Etudions I(co7). Pour k < [,
on a (k,l) € I(c o) ssi o(7(k)) > o(r(l)). Il y a deux cas de figure : si (k,l) # (i,7+ 1) alors
7(k) < 7(l). Alors (k,l) € I(ooT) ssi (1(k), (1)) € I(0) ssi (k,1) € T(L(0)). Si (k1) = (i,i+ 1),
alors (k,l) € I(co7) ssi (i,i+1) & I(0). On a donc montré le résultat suivant :

Exemple 1.9 Soit 7 = (i,i+ 1) une transposition élémentaire et soit o € S,,.
— Si(i,i+1) € I(0) alors I(coT) =71(I(0)) \ {(i+ 1,7)}. Dans ce cas b(c oT) =¥(0) — 1.
— Si(i,i+1) € I(0) alors I(co1) =7(I(0))U{(i,i+1)}. Dans ce cas (o oT) =¥l(0) + 1.

Exercice de cours 1.2 Montrer que pour tout o € &y, on a (o) < 6. Existe-t-il une permuta-
tion o € &4 telle que ¢(c) = 6 ? Les trouver toutes.

Exercice de cours 1.3 Soit o la permutation de l’exemple 77. Vérifier le Théoréeme 77 pour o
en écrivant o comme produit de cing transpositions de la forme (i,i+ 1) avec i € {1,2,3}.

On pourra utiliser le fait que pour toute permutation o', si o'(i) > o'(i+1), alors €(c" o (i,i+
1)) = £(0’) — 1, et trouver ainsi des entiers i1,1i2,13,14,15 tels que £(o o (i1,41 + 1)) = £(0) — 1,
l(oo(i1,i1+ 1) o (ig,i2+ 1)) = L(o o (i1,91 + 1)) — 1, et ainsi de suite. On observera alors que
oo(iy,i1+1)o(ia,ia+1)0(is,i3+1)0(ig,i4a+ 1) 0 (i5,i5+ 1) est de longueur 0, donc est I’élément
neutre.

1 2
4 3
cing transpositions de la forme (i,7+ 1) avec i € {1,2,3}.

On pourra utiliser le fait que pour toute permutation o', si o'(i) > o'(i + 1), alors £(c’ o
(1,i+1)) = L(c") — 1, et trouver ainsi des entiers iy,1i2,13,14,15 tels que £(o o (i1,11 + 1)) < €(0),
l(o o (i1,i1 + 1) o (ig,i2 + 1)) < l(o o (i1,i1 + 1)), et ainsi de suite. On observera alors que
oo (i1,i1+1)o(ig,ig+1)0(i3,i3+ 1) o (ig,ig+ 1) 0 (i5,i5+ 1) est de longueur 0, donc est I’élément
neutre.

. . 3 4 . .
Exercice de cours 1.4 Soit 0 = 1 9] Montrer que o peut s’écrire comme produit de

Définition 1.10 On appelle signature de o € &,,, le nombre £(c) = (—1)4°),
Remarque 1.11 ¢(0) € {—1,1}.
Définition 1.12 Soit o € S,. On dit que o est paire sie(c) = 1 et 0 est impaire sie(o) = —1.

Théoréme 1.13 Soient 0,0’ € &,,. Alors :
o(j) —o(i)
1. = —_—
£(0) H ey
1<i<i<n
2. e(ooo’) =e(0)e(d’).
3. e(o™h) = ¢(0).



PREUVE:
1. Remarquons d’abord que :
O : E2\{(i,i);i€ F,} — FE2\{(i,i) ;i€ F,}
(i, 7) — (o(i),a(4))

est une bijection. Donc :

M ow-o_,

j —
I<i#j<n J

— — —
1<itj<n Y 1<i<jen Y 1<ei<n Y
2
_ H o(j) —o(i) -1
| — ¢
1<i<j<n Y

Donc H M = +1. Puisque pour tout ¢ < j,

a(j) = o(i)
j—i j—i

est positif s’il y
1<i<j<n

a inversion en (7, ) et négatif sinon, le signe de H M est (—1)%“). On en

1<icj<n J 0
déduit que H M = (=19 = ¢(0).
- ] —1
1<i<j<n
2. Montrons la deuxiéme assertion.
(. l(
N cod'(j)—ood(i)
g(ooo’) = H e
1<i<y<n
_ [ 2of) 000 )~ o'
\<idien 00 = o(D) j—i

_ o) ol |
- AL o= |5

1<i,5<n
o' (i)<o’(4)

Maintenant, 'application

{(i,7)/0'(i) <o'()} — {(k,D)/k <1}
(4,4) — ), 0°(J



est une bijection. Donc

1<i,g<n
o’ ()<’ (4)
Ceci achéve la preuve de I'assertion 2.

3. De 2. on déduit immédiatement que pour tout o € &, £(id) = e(coo 1) = e(o)e(c7!) =
1. Donc (o) et e(c~!) ont méme signe et e(0) = (o 1).

Proposition 1.14 Soit 7 une transposition de &,,. Alors T est impaire.

PREUVE: Supposons que 7 = (7,7) avec i < j. Nous allons compter le nombre d’inversions en
tous les couples (k,1), k < 1. Si k #i,j et | # i, j, on n’a pas d’inversion en (k,[). Donc regardons
les cas ot I'un des deux entiers est ¢ ou j.

Si k < i,il n’y a pas d’inversion en (k, i) et (k,7). De méme si k > j, il n’y a pas d’inversion
en (i,k) et (j, k). Par contre si j —i > 2 et i < k < j, il y a inversion en (i,k) et (k,j), ce qui
fait 2(j — i — 1) inversions pour tous les couples de cette forme. Enfin comme il y a inversion en
(i,7), on en déduit que (7)) =1+2(j —i—1)sij—i>2et £(7) =1sij—i=1. On obtient le
résultat désiré puisque e(1) = (—1)47). 0

Exercice de cours 1.5 Montrer que la transposition (2,4), dans &5, est de longueur 3, donc
que cette transposition est bien impaire.
2 Applications multilinéaires

Dans toute la suite, K désigne le corps des réels ou des complexes.

2.1 Applications multinéaires : définition

Définition 2.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K. On dit que Uapplication :

f + EP=FEX---XE — F
(xla"'axp) — f(xlv"'axp)

est une application multilinéaire ou p-linéaire si pour tout i compris entre 1 et p et pour
tous vecteurs x1,...,Ti—1, Tix1,...,Tp firés, l'application :

CC'—>f($1,"’ s Li—1, Ly Tj41, """ 7$p)

est une application linéaire de E dans F. Si de plus F' = K, on dit que f est une forme p-
linéaire.



Autrement dit on a pour tous vecteurs z et y de E :

f(xla"' ,I’ifl,)\l’—}—,uy,ﬂfprl,"' ’xp) =

)‘f(xlv"' sy Lg—1, Ly Lj41, """ 7xp) +,U’f(xl) sy Li—1,Y, Li+1," " axp)

Exercice de cours 2.1 Soit E = R? et F = R3, et soit p = 2. Montrer que Uapplication
o E?=R>xR? — R3
((z1,91), (22,92)) — (0, 2192 — y122,0)

est bilinéaire, mais pas celle définie de facon similaire par le vecteur (0, x1y1 — z2y2,0).

Remarque 2.2 Notons LP(E, F) lensemble des applications p-linéaires de E dans F. Etant
donné A € K, f,g € LP(E,F), on peut définir les deux opérations suivantes :

L. (f—l—g)(a?1,--' 7xp) = f(wlv'” 7:617) +g(x17”' 7$P)'

2. ()\f)($1; e 73717) = )‘f(xlv e 7$P)'
Alors il est facile de vérifier que LP(E, F) muni de ces deux opérations est un espace vectoriel
sur K.

2.2 Applications multilinéaires alternées

Définition 2.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K etv: EP = E X --- x E — F une
application multilinéaire. On dit que v est alternée si pour tout couple (i,j) € Fp2 tel que i # j
et pour tout (x1,---xp) € EP :

x; =x; impliqgue v(zy, - ,2p) =0
Exercice de cours 2.2 Montrer que lapplication f définie par (1) est alternée.

Proposition 2.4 Siv: EP = Ex---x E — F est une application multilinéaire alternée, alors
pour tout couple (i,7) € {1,...,p}? tel que i < j, on a :

v(xr, . Ty Ty, Tp) = V(X0 Ty Ty, Tp)

PREUVE: Comme v est multilinéaire et alternée on a :

0=v(x1,...,2 +xj,..., % +Tj,...,2Tp)
=0T, Ty Ty Tp) F V(X Ty Ty, Tp)
+o(x1, . Ty Ty Xp) FU(T, Ty, T, Tp)
=0(T1, e Ty Ty Tp) F V(XL Ty Ty, Tp)
d’ou le résultat. 0



Exercice de cours 2.3 Montrer que le produit vectoriel sur R3 est une application bilinéaire
alternée. On pourra utiliser la formule qui définit ce produit vectoriel, (x1,y1,21) A (2, Y2, 22) =
(y122 — Y221, 21T — 2221, T1Y2 — T2y1), ou la régle des trois doigts de Mazwell.

Remarque 2.5 L’ensemble AP(E, F) des applications multilinéaires alternées de E dans F est
un sous-espace vectoriel de LP(E, F') pour les opérations définies dans la remarque 77.

Remarque 2.6 De la proposition 77, on déduit immédiatement que si T est une transposition
de 6}7; U(fljla T amp) = 5(7-)1}(1‘7(1)3 T 7337'(1)))'

Cette remarque nous conduit & la proposition suivante :

Proposition 2.7 Soitv: EP = E x --- x E — F une application multilinéaire alternée et soit
o € &,. Alors pour tout vecteur (x1,--- ,x,) € EP, on a :

’U(.’L'l, T 7xp) = 6(0—)1}(370(1)7 T 7xa(p))

PREUVE: La preuve résulte d’une application directe du théoréme 77. En effet toute permutation
s’écrivant comme un produit de transpositions, il existe des transpositions 71, ..., 75 telles que
o =T10---071. De la remarque ci-dessus, il découle que :

’U(.%'l, e ,1’p) = E(Tl)v(x71(1)7 e 7:1;7'1(])))

= 5(7_1)5(7_2)1}(337-1072(1)’ t >$7'1o7'2(p))

= 5(7—1)5(7—2) to g(Tk)U($Tlngo---OTk(l)7 T 7xT10T20'--OTk(p))
=e(r)e(r2) - e(m)v(To(1), ** + To(p))

La deuxiéme égalité découle de la relation
U(yla T 7yp) = 5(7—2)’0(3/7'2(1)7 T ayTg(p))

appliquée & yi,-- - ,y, définis par y; =z, ().
et utilisant la propriété 2. du théoréme 1.4, on déduit que e(11)e(72) - - - e(1x) = e(T107M90- - -0T)) =
(o), d’ott le résultat recherché. 0

Proposition 2.8 Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K.

T11 Tin
1. Soit B = (eq,...,e,) une base de E. Pour tous vecteurs x1,...,x, de E, on note een
Tnl Tnn
leurs coordonnées respectives dans la base B. Définissons w par :
w E" — K
n
(X1, xp) — w(T1,...,2y) = E (o) Hza(i)’i.
oce6y =1
Alors w est l'unique forme n-linéaire alternée E™ — K vérifiant w(ey,...,e,) = 1.



2. Yv e A"(E,K) on av=nuvep,...,epw.
3. dim(A"(E,K)) = 1.

Exercice de cours 2.4 Supposer que n = 2. Calculer w <<;> , <i>)
1
2
3

2 3
Exercice de cours 2.5 Supposer que n = 3. Montrer que w , 131,15 =0.
4 7

PREUVE DE LA PROPOSITION : Montrons que w est une n-forme linéaire alternée. Soit z; € E
/
L4
de coordonnées | : | dans (e1,---,ey,) et soient A\, N € K. Alors :

/

Lni

w(wy, - Awg + Nag, - ) = Z 5(0)550(1)1 T ()\l“a(z‘)z‘ + )\IJU;(i)i) “To(n)n

UEGTL
=A Z E(U)xa(l)l To(i)it Lo(n)n
O’GGn
+ N Z 6(0’)130(1)1 e ':L'/o'(z)'b  To(n)n
O'EGn
:)\w(ml’ 7$i7"' ’mn>+A/w(x17... ’x;’... 7[13”)
Donc w est multilinéaire. Montrons maintenant que w est alternée. Soit (i,5) € {1,...,p}? tel

que i < j. Supposons que x; = x;. Considérons 7 = (i, j) la transposition qui échange i et j.
Alors :

W(xl, IR 7 PR 7 PR 7xn) = w(xT(l)ﬂ e 7xT(n))
=Y e0)Toyr) * To(myrin)
O’GGn
= Y &)l )r(r(1) *** Tolr(m)r(r(m))-
ceBG,

La derniére égalité provient de 1’égalité

H Lo(j),m() = H Lo(k),r(k) = H Lo(r(7))(r(5))
j=1 k=1 J=1

Or 7 o7 =1id, donc :

(/J($17 BRI PR O 7$n) = Z €(J)x007(1)1 “Loor(n)n
UEGn
= - Z E(U ° T)xaor(l)l " ZTgor(n)n
oeBGy



car e(co7) = ¢e(0)e(r) = —e(0) et (1) = —1. Comme o — o o T est une bijection de &,, sur
lui-méme, on déduit que :

W(xla"' yLis s Lgy e ,ZEn) = - E E(U)xa(l)l"'ma(n)n
0’6671
== —W(l'l,"' y Lyt ,.I'j,"' 7xn)
Donc 2w(z1,- -+, 24, -+ ,xj, - ,2,) = 0 et comme K est R ou C, on déduit que
w(mlj... S Ly 7:1:]'7”. ’xn)zo

Donc w est alternée.

D’autre part si les vecteurs x1,...,x,, sont les vecteurs eq,...,e,, de la base canonique alors
zij = 0sii#jetxy; =1 Donc x,01)1 - Ty # 0 si et seulement si o(i) = i pour tout i
compris entre 1 et n c¢’est-a-dire si et seulement si 0 = id. Donc :

wer, -+ ,en) =11 Tpp =1

Soit maintenant v une forme n-linéaire alternée. Alors :

n n n
0(9617"' 7$n) =v E Li11€41, g Li92€ig, ", g LipnCiy,

i1=1 ia=1 in=1
n n n

= g g E Tiy1Tip2 TipnV(€iy, o+ 5 €i,)
i1=lip=1  ip=1

Comme v est multilinéaire alternée, dés que pour k # [ on a iy, = 7, alors v(e;,, - ,€;,) = 0.
Donc on ne va considérer que les termes ot tous les i; sont différents. Cela revient a dire que
I'application j — i; qui va de {1,--- ,n} dans lui-méme est une bijection donc une permutation
o de &,,. Donc en réécrivant i; = o(j), on a :

’U(Jfl, T ,LUn) = Z Lo(1)1 " xa(n)nv(ea(l)a T 7ea(n))

ceG,,
= Y e(0)Toy1 - Tommvler, - en)
€6,
ou dans cette derniére égalité on a appliqué la proposition ??. Donc v = v(ey, ..., e, )w.
En particulier, si v est une forme n-linéaire alternée telle que v(eq,...,e,) = 1, on obtient
v = w, ce qui montre I'unicité de w affirmée au premier point.
Enfin comme v = v(ey, ..., e,)w, il est facile de voir que w est 'unique n-forme alternée telle

que w(eq,...,e,) = 1.
O



3 Définition du déterminant et premiéres propriétés

3.1 Déterminant d’une famille de n-vecteurs

Notation 3.1 D’apres la proposition précédente si E est un K-espace vectoriel de dimension n
muni d’une base B = (e1,--- ,ey), alors il existe une unique n-forme linéaire alternée w telle que
w(er, - ,en) = 1. Notons detg = w.

Définition 3.2 Soit E un espace vectoriel de dimension n muni d’une base B = (e1,...,ey).
Alors pour toute famille de n vecteurs (ui,...,uy) le scalaire detg(ui,...,u,) s’appelle le dé-
terminant de la famille (uq,...,u,) dans la base B.

Remarque 3.3 De la proposition 77 on déduit immédiatement que :
Vo e A"(E,K),Y(uy,- -+ ,up) € E"v(u, - ,up) =v(er, - ,en)detg(ui, -, uy)

PREUVE: En effet, la fonction v est n-linéaire et alternée, donc elle est égale & A - detz pour un

certain scalaire A. En calculant sa valeur sur (ey,...,e,), on voit que A = v(eq,...,ey). =
Proposition 3.4 Soit (uy,--- ,u,) € E™. Alors la famille (uy,--- ,uy) est liée si et seulement
si detg(uy, -+ ,u,) =0.

PREUVE: Supposons que (ug,--- ,uy) est liée. Alors il existe des scalaires A1, -+, A\, non tous

nuls tels que :
Aup+ -+ A, =0

Comme Ay, ---, A\, non tous nuls, il existe ¢ € {1,--- ,n} tel que A\; # 0. Donc :
W= M= Y ag,
1<j<n Ai 1<j<n
JF#i J#i
et
detp(uy, - un) = Y agdetp(ur, -+ i1, i1, ,up) =0
1<j<n
J#i

Réciproquement si detg(ui, -+ ,u,) = 0. Supposons par I'absurde que (ug,--- ,uy) est libre.
Comme F est de dimension n, B’ = (uq,--- ,u,) est une base de E. Donc, d’aprés la Remarque
7?7 appliquée & v = detp :

detg (u1, -+ ,uy) = detpr(eg, - ,en)detg(ur, -+ ,u,) =0

Ceci contredit le fait que detg (uy, -+ ,u,) =1 donc (ug,- - ,uy) est liée. 0

Exercice de cours 3.1 Montrer que les calculs de déterminants effectués dans les deux exer-
cices suivant la Proposition 7?7 sont en accord avec la Proposition 77.



3.2 Déterminant d’un endomorphisme

Proposition et définition 3.5 Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie n, f un
endomorphisme de E et v : E™ — K une forme n-linéaire alternée non nulle. Soit f*(v)
Uapplication de E™ dans K définie pour tous x1,--- , Ty, par :

f*(’U)(l‘l,"' axn) :U(f(x1)>"' 7f(-1'n))

Alors f*(v) est une forme n-linéaire alternée et f*(v) = \v. De plus A\ ne dépend pas du choix
de v et s’appelle le déterminant de f. On note A = det(f).

PREUVE: La preuve du fait que f*(v) est multilinéaire alternée est laissée au lecteur. La pro-
position 7?7 nous disant que ’espace des formes multilinéaires alternées est un espace vectoriel
de dimension 1, il s’ensuit que v étant non nul est une base de cet espace et donc f*(v) = Av.
Maintenant si v" est une autre forme n-linéaire alternée non nulle, alors v = pv et on en déduit
facilement que f*(v') = M’ ce qui prouve l'unicité de A. 0

Exercice de cours 3.2 Soit w : R? x R> — R la forme bilinéaire alternée définie par la for-

mule w((z1,v1), (T2,Y2)) = T1y2 — Tay1 et soit fi, fo, f3 + R? — R? définies par fi(x,y) =
(2y,3z), fa(z,y) = (z + 2y,y) et f3(z,y) = (22 +y, 4z + 2y). Calculer fiw, fiw et fiw.

Proposition 3.6 Soit E un espace vectoriel de dimension n muni d’une base B = (e1,...,ey)

et soit f € L(E). Alors :
det(f) = detp(f(e1),- .., f(en))

PREUVE: D’aprés la définition de det(f) on a
detg(f(e1), ..., f(en)) = f*(detn)(er, ..., en) = det(f)detp(er, . .., en) = det(f).

O

Proposition 3.7 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur K. Alors pour tout endo-
morphisme f de E et tout A € K on a :

det(\f) = \"det(f)
PREUVE: Soit B = (e, ,e,) une base de E alors :

det(Af) = dets((Af)(er),-- -, (Af)(en)) = dets(Af(er), -~ Af(en))
= )\ndetg(f(61), s 7f(€n))

Cette derniére égalité provient du fait que detg est une forme n-linéaire. On en déduit donc le
résultat recherché. 0O

Proposition 3.8 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur K. Soient f et g deux
endomorphismes de E. Alors :

det(f o g) = det(f)det(g)

10



PREUVE: Soit v une forme n-linéaire alternée non nulle. Alors :

Ceci permet de conclure que (fog)*(v) = det(f)det(g)v. Mais d’autre part, on a aussi (fog)*(v) =
det(f o g)v, d’ou le résultat. =

Exercice de cours 3.3 Pour les fonctions f1, fo, f3 de lexercice précédent, calculer fio fs, et
det(f1 o fa) de deux maniéres différentes.

Proposition 3.9 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.
1. Alors det(1dg) = 1.

2. Un endomorphisme f de E est un automorphisme de E si et seulement si det(f) # 0. Si
1

det(f)

f est un automorphisme alors : det(f~!) =

PREUVE: FEtant donnée v une forme n-linéaire alternée non nulle on a de maniére immédiate
Id}v = v, donc det(Idg) = 1 ce qui montre le point 1.
Supposons maintenant que f est un automorphisme. Alors d’aprés la proposition ?? on a :

det(f o f71) = det(f)det(f) = det(Idg) =1

Ce qui montre que det(f) # 0 ainsi que la relation demandée.
Réciproquement supposons que det(f) # 0. Soit B = (eq,...,ey,) une base de E. Alors

det(f) = detg(f(e1),-- -, f(en))

Comme det(f) # 0, d’aprés la proposition ?? (f(e1),..., f(en)) est une famille libre de E, donc
une base de E. Il s’ensuit que f est surjective et comme les espaces de départ et d’arrivée sont
de méme dimension, f est un automorphisme. =

Proposition 3.10 Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K muni d’une base B =
(€1,...,en). Soient f € L(E) et A= (aij)i<ij<n la matrice de f dans B. Alors

n

det(f) = Z E(U)Haa(i)i

ceS, i=1

PREUVE: D’aprés la proposition ?? det(f) = detg(f(e1),..., f(en)). D’autre part la j-iéme
colonne de A n’étant rien d’autre que les coordonnées dans la base B de f(e;), on déduit du
point 1. de la proposition 77 la relation souhaitée. O
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3.3 Déterminant d’une matrice

ail 0 Gin
Soit A € M, ,(K). On note A =

anl1 - Qann

Définition 3.11 On note fa : K* — K" Uapplication linéaire définie par : fa(X) = AX. Le
déterminant de A est alors défini par la formule

det(A) = det(f4). 2)

Remarque 3.12
— On a évidemment det(l,) = 1. En effet :

det(I,) = det(Idgn) =1
— D’autre part, la Proposition 7?7 donne det(A) = Z e(o) Hag(i)i,
ogeG, =1

Comme corollaire de la Définition 77 et des propositions 77, 77 et 77 on a les théorémes
suivants :

Théoréme 3.13 Soit A € M, (K) et A € K. Alors :
det(ANA) = N'det(A)
Théoréme 3.14 Soient A, B € M,,(K). Alors det(AB) = det(A)det(B).

Théoréme 3.15 Soit A € M,,(K). Alors A est inversible si et seulement si det(A) # 0. Si A

est inversible alors : det(A™1)

~ det(A)
Nous verrons dans la partie 4.2 que l'on peut retrouver ce résultat de maniére différente.

Proposition 3.16 Soit E un espace vectoriel de dimension n sur un corps K muni d’une base
B et soit (uy,--- ,uy) une famille de n vecteurs. Soit P la matrice de (u1,- - ,uy) dans B. Alors

detp(uy, -+ ,up) = det(P)

PREUVE: La matrice P est en effet la matrice, dans la base B, de 'application linéaire f qui
envoie les vecteurs de la base B sur les vecteurs uy, - - - , uy. Or, par définition, le déterminant d’une
matrice est le déterminant de I’application linéaire qui lui est associée. Donc det(P) = det(f).
Le résultat découle donc de la Proposition ??, qui donne det(f) = detg(f(e1),---, f(en)).
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3.4 Déterminant des matrices carrées 2 x 2
Soit A = <a11 a12>7 alors det(A) = Z £(0)ag(1)180(2)2- 11 1’y a que deux permutations
azr a2
oeG2
. . 1 2 1 2 .
dans &g, les permutations id = (1 2> et 7= <2 1). On a alors (id) = 1 et e(7) = —1.

Donc :

Proposition 3.17 Soit A = (all alZ), alors
a1 a2

det(A) = aiiag2 — az1ai12.

3.5 Matrices transposées
Définition 3.18 Soit A = (ai;)1<i j<n- La transposée 'A de A est la matrice dont les coefficients

sont les a; j, avec a;j = aj;.

Exercice de cours 3.4 Soit A = <a b) € My (K). Montrer que det('A) = det(A).

cd
Proposition 3.19 Soit A € M,,(K), alors det('A) = det(A).
PREUVE: Soit A = (aij)lgm'gn, on a tA = (&ij)lgi,jgn avec flz'j = Qjj. Donc :

det( tA) = Z 6(O-)Ela(l)l o ao(n)n

O'Een
= Z E(U)ala(l) ©Qpo(n)
ceG,
On peut permuter les facteurs ajq (1), ano(n)- On a alors :

A1o(1) " " Ano(n) = Ao'(1)a(o’(1)) " " Ao’ (n)a(o’ (n))
pour tout o’ € &,,. C’est en particulier vrai si on prend ¢/ = ¢~!. On a donc :
det(‘A) = Y &(0)ap-1(1y1 - Gg=1(n)n
UEGn
mais £(0) = (o), donc
det( tA) = Z E':(O-_l)aa—l(l)l ©Qo-1(n)n
O’EGn
Or l'application o — o~ ! est une bijection de &,, dans lui-méme. Donc finalement,

det(‘A) = Y &(0)ao(1y1 - Ganyn = det(A)
O’GGn

O

Remarque 3.20 Le fait que det('A) = det(A) a pour conséquence que toutes les propriétés du
déterminant démontrées sur les colonnes restent vraies sur les lignes et vice versa.
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3.6 Opérations sur les lignes et les colonnes

air - Qln
Soit A= | : C ] € Mp(K).

anp1 -+ Qpp
On notera par la suite :

aii A1n
Cl(A): ,'-',Cn(A)Z

Gnl Ann
les colonnes de A et :

Li(A),---,Ly(A)
les lignes de A.

Alors det(A) = dete(C1(A), - ,Cn(A)) = det(tA) = dete('Li(A), -+, L,(A)). Les deux

propositions qui suivent sont des conséquences immédiates du fait que dete est multilinéaire
alternée.

Proposition 3.21 Si une colonne (ou une ligne) est combinaison linéaire d’autres colonnes (ou

lignes) alors det(A) = 0. En particulier, si deuz colonnes (ou deuzx lignes) sont égales, alors
det(A) = 0.

Exercice de cours 3.5 Soit A € M, ,(K) une matrice telle que L1(A) = La(A). Donner les
détails de la preuve de [’égalité det(A) = 0.

Proposition 3.22 (Opérations sur les colonnes)
1. Si a la colonne Cj(A) (ou a la ligne L;(A)) on ajoute une combinaison linéaire des autres
colonnes Z)\ka(A) (ou des autres lignes Z)\kLk(A)), le déterminant reste in-

k£j ki
changé.

2. Si on permute deuz colonnes (ou deux lignes) de A, le déterminant change de signe.

3. St on multiplie une colonne (ou une ligne) de A par p, alors le déterminant de A est
multiplié par u.

Exercice de cours 3.6 Montrer le cas particulier suivant de la Proposition ci-dessus :
dete(C1(A) 4 2C5(A), Ca(A), - -+, Cn(A)) = detc(C1(A), Ca(A), -+, Cu(A)).
Exercice de cours 3.7 Soit A € M, ,(K). Montrer que
dete(C1(A) 4 2C5(A), Ca(A), - -+, Cn(A)) = detc(C1(A), Ca(A), -+, Cu(A)).

1
Exercice de cours 3.8 Cualculer le déterminant de la matrice <3 2) . Vérifier le résultat obtenu

a l'aide de la Proposition 77.

. ) . 12
Exercice de cours 3.9 Cualculer le déterminant de la matrice <3 6>' Retrouver ce résultat a

laide des propriétés générales du déterminant.
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4 Développement d’un déterminant suivant une ligne ou une co-
lonne

4.1 Cofacteurs et comatrices

Soit A € M, (K). On note A(i,7) la matrice de M,,_;(K) obtenue en supprimant la i-iéme
ligne et la j-iéme colonne de A.

3 3 7
Exemple 4.1 Soit A= 0 2 2 |. Alors:
-3 -1 -4

0 2
w0 (0 2)
Définitions 4.2 Soit A € M, (K).
— On appelle cofacteur de A = (a;j)1<i j<n d’indice (i,7) le coefficient

aij = (—1)" det(A(i, 5))

— La matrice A = (@ij)1<ij<n de My (K) s’appelle la matrice des cofacteurs ou coma-

trice.
3 3 7 ) -6 —6 6
Exercice de cours 4.1 Soit A la matrice | 0 2 2 |. MontrerqueA=15 9 —6
-3 -1 —4 -8 —6 6

Avant d’énoncer le théoréme principal, nous avons besoin des deux lemmes suivants :

1 0 --- 0
0
Lemme 4.3 Soit B€ M,,_1(K) et A= | . B . Alors det(A) = det(B).
0
PREUVE: Considérons les applications :
o Mn—l,l(K> — Mn,l(K)
0
1
T
X = ; — (X)) = .
Tp—1 ’
Tn—1
et
Vo Mn_Ll(K)n*l — K

(X1, -+, Xpo1) +— dete(Br, ®(X1), -+, ®(Xp-1))
Alors ® est une application linéaire et de maniére immédiate, V est une forme n — 1-linéaire

alternée. Soit C' = (E1,--- , E/_) la base canonique de M,,_11(K). Alors

» “n—1

V( i’ ) ):detC(Elv(I)(Ei)v"' v(I)( ) )):detC(Elv"' ,En)zl

y np—1 n—1
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D’aprés la proposition ?7?, il existe une unique n — 1-forme alternée sur M,,_; ;(K) vérifiant
V(E},...,E/,_{) =1.Donc V = dete et on a :

» Hn—1

det(B) = dete (C1(B), -+ ,Cp—1(B))
= detC[Ely (I)(Cl (A))7 T (I)(Cn—l(A))]

10 --- 0
0
: B
0
ce qui achéve la preuve. 0O
air -0 ay—1 0 ayjyr o0 aim
ai—11 - @i—15-1 0 @141 0 Gic1p
Lemme 4.4 Soit C' = a1 cee Qij5—1 1 Ajj4-1 cee [077%%
aiy11 o Qip1j—1 0 @ip1j41 0 Gigin
an1 T Gnj—1 0 Qnpj+1 - Ann

Alors det(C) = (—1)"H det(A(i, 7)).

PREUVE: Aprés avoir échangé la ligne i avec la ligne ¢ — 1, puis la ligne i — 1 avec la ligne i — 2, et
ainsi de suite jusqu’a la premieére ligne, et aprés avoir fait de méme avec les colonnes, on obtient
d’aprés les régles de la Proposition 77 :

I ag - ai-1 Gij41 o Qi
ai; Q-1 A+l Qg
_ i+7
det(C) = (=1)""7 10 aj—11 -+ @i—1j-1 Gi—1j41 ' Gi—1n
0 aiy11 -+ @iy1j-1 Giy1j41 0 Gitin
0 apm T Anj—1 Anj+1 T Qnn
a1t Q-1 Qg1 Gip
:(_1)i+j ’
A(i, )
0
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10 0
0
= ()™, - = (1) det(A(i, /))
: A(i, 5)
0
d’aprés le lemme précédent. =

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un théoréme fondamental sur le calcul des
déterminants qui sert constamment.

Théoréme 4.5 Soit A = (ai;) € My (K) et k un entier tel que 1 < k < n. Alors :
n n
1. det(A) = Z(—l)”kaikdet(zﬁl(i,k)) = Zaikdik. On dit qu’on développe suivant la
i=1 i=1

colonne k.
n

2. det(A) = Z(—l)k+jakjdet(A(k,j)) = Zakjdkj. On dit qu’on développe suivant la

j=1 j=1
ligne k.
3 3 7
Exemple 4.6 Calculons det(A) = |0 2 2 |. Nous allons développer ce déterminant sui-
-3 -1 -4

vant la deuziéme colonne. Pour cela affectons chaque coefficients a;; de la matrice, du signe
(—=1)"*7. On a alors :

3 3 7 3t 3 7t
0 2 2(=|0" 2t 27
-3 -1 -4 -3t —17 —4*
0 2 3 7 37
|5 AelS Dol ]
102 " . L . 3 7
0| o _,la été obtenue en supprimant la premiére ligne et la deurieme colonne, _g 4l Em

supprimant la deuzieme ligne et la deuxiéme colonne et

0 2’ la troisieme ligne et la deuxiéme

colonne.
D’ou det(A)=-3-6+2-9+1-6=6.

PREUVE DU THEOREME ?77: Montrons le 1. du théoréme. La k-iéme colonne de A peut sécrire :

1 0
a1k 0
=aig | .|+t Gk

17



comme le déterminant est multilinéaire, on a immédiatement,

air - ag—1 0 aigpr o aim
n ai-11  Gi—1k—1 0 @Gi1gy1 0 Qi
det(A) = Z aik| ain o Q=1 1 @i 0 Qi
i=1 ai+11 0 Gig1k—1 0 Gipigs1r 0 Qitin
ant - k-1 0 @pgyr o0 Gnn
Et d’aprés le lemme 77, on a :
n
det(A) =Y (=1)"Fapdet(A(, k).
i=1

D’autre part, comme det(?4) = det(A), on obtient immédiatement 1’assertion 2.

Proposition 4.7 (Régle de Sarrus) On a :

ai; a2 ais
a1 Q22 G923 = @11022033 + (21032013 + A31G12023
a3l a3z as3

— (a13a22a31 + azzazaa11 + azzai2az1)
La preuve s’obtient en développant par rapport a n’importe quelle ligne ou colonne.

Remarque 4.8 On obtient facilement le résultat en écrivant :

ailr a2 a3
a1 a2 a23
aszyp asz2 ass
ail a2 a3
az1 G2 Qa23

= (11022033 + a21032013 + 31012023

- (a13a22a31 -+ ag3agzzain + a33a12a21)
Attentlon ' La régle de Sarrus fonctionne uniquement pour les matrices (3, 3).

4.2 Matrices triangulaires

Définition 4.9 Une matrice A = (a; ;) est dite triangulaire si elle est triangulaire inférieure (ie
i < j=a;;=0) ou triangulaire supérieure (ie i > j = a; j =0).

18



Proposition 4.10 Soit A = (aij)i<i,j<n  une matrice triangulaire. Alors det(A) = a1 - ann.

PREUVE: On démontre le résultat par récurrence sur n pour les matrices triangulaires supé-
rieures. La relation est vraie pour n = 1. Supposons maintenant qu’elle est vraie pour les matrices
de M,,(K) pour un entier n > 1 et montrons qu’elle reste vraie pour les matrices de M,,1(K).
Soit A une matrice triangulaire supérieure de M, +1(K). Alors

all a12 PR PR aln
0 aox
A= 0
0 o - 0 an+1nt1

En développant suivant la derniére ligne on a :

a’ll a12 “ e o« .. aln
0 a
det(A) = ant1 n+1| 0
0 o --- 0 ann

Par hypothése de récurrence le résultat étant vrai pour les matrices de M, (K) on obtient le
résultat voulu.
D’autre part, comme pour toute matrice carrée A, det(A) = det(!A), la proposition reste

vraie pour les matrices triangulaires inférieures. 0
123

Exercice de cours 4.2 Calculer le déterminant de la matrice |0 2 3
003

4.3 Matrices inverses et déterminant

Théoréme 4.11 Pour tout A € M, (K), on a :
A'A = T"AA = det(A)I,

PREUVE: Posons A = (a;;) et tA = (bjx). Alors bjy, = ay;
Soit C' = A'A. Montrons que C = det(A)I,. Pour cela posons C = (ci).
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a’Ll .................. a/ln

Soit D(i, k) la matrice | g, ;oo Ap—1n
aZl .................. ain

ak+11 .................. a’k:+1n
anl .................. ann

D’aprés le 1. du théoréme 7?7, on a

n

det(D(i, k) = > (=) agdet(A(k, j)) =) _ aijin
j=1

i=1
n

= E a;jbjr = ¢
j=1

Si i = k, alors D(i,k) = A, donc ¢;; = det(A). Si i # k, les lignes k et ¢ de D(i, k) sont les
mémes. Donc ¢; ; = 0. On en déduit donc que C' = det(A)I,.

|
3 3 7
Exercice de cours 4.3 Soit A la matrice | 0 2 2 |. Montrer par le calcul que
-3 -1 —4

A'A = TYAA = det(A) ;.

On en déduit alors immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 4.12 Soit A € M, (K). Alors A est inversible si et seulement si det(A) # 0 (résultat

tA
déja énoncé dans le théoreme ??). Si A est inversible, A~! = .
det(A)
-3 2 -1
Exercice de cours 4.4 Soit A la matrice 3 1 2 . Calculer det(A). Monter que A
2 0 1

est inversible, et que son inverse a des coefficients entiers. Calculer A~ par deur méthodes
différentes.

5 Formules de Cramer

On rappelle que si A € M,,(K) et (S) : AX =Y est le systéme de n équations a n inconnues
associé, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
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— (59) est un systéme de Cramer.
— (5) admet une solution et une seule.
— 1g(4) =
— Aest 1nversible.
— det(A) # 0.
. . ) . Ay
Si (S) est de Cramer, la solution est donnée par X = A~'Y = det(A)° Sion note X =
e
Y1
et Y = | : |, on a alors la proposition suivante :
Yn

Proposition 5.1 (Formules de Cramer) Si (S) est de Cramer, alors :

aipr - G13—-1 Y1 Ali+1 v Alp
T an1 - Ani—1 Yn Api+1 - Ann
Z':
det(A)

PREUVE: On développe le déterminant de la proposition par rapport a la i-iéme colonne :

aipr -+ ali—-1 Y1 Aari+1 v Aln

Gnp1 " Qpi—1 Yn QAni+1 " QOnpn

det Zy] 1)"*7det(A(5,4))

Posons A = (@;;). Ona X = A71Y = Ay donc
e N ~ det(4)
1 g ai aﬁ.zl Y1
~det(A) | _ B
Tn Q1n Ann Yn

On obtient donc

det Zy] 1) det(A(j, 1)

CLJZ = T;.
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6 Rang d’une matrice

Définition 6.1 (Matrice extraite) Soit A € M), ,(K), A = (ai;). Soit r < p et s < q. On dit
que A" € M, s(K) est une matrice extraite de A si A" est de la forme A" = (a;j,)1<k<r 0OU

1<I<s
I1<y<- <, <petl<ypp <+ <gs<q.

4 -1 3 6 7
. 2 1 5 -1 0
Exemple 6.2 Soit A = 3 6 8 2 4
1 1 2 -1 1
) , 4 3 ) .
Alors la matrice A = 38 9 est une matrice extraite de A.

Rappel 6.3 Soit A € M, ,(K). Le rang de A noté rg(A) est le rang de la famille des vecteurs
colonnes de A. On a rg(A) = rg('A). Le rang de A est donc aussi le rang de la famille des
vecteurs lignes de A.

Théoréme 6.4 Soit A € M, ,(K). Alors A est de rang r si et seulement si :
1. 1l existe une matrice carrée A’ extraite de A de format (r,r) telle que det(A") # 0.

2. Pour tout s > r, toute matrice carrée A" de format (s, s) extraite de A vérifie det(A”) = 0.

PREUVE:
1. Montrons tout d’abord que si A est une matrice de M,, ,(K) de rang r, alors il existe une
matrice carrée A’ extraite de A de format (r,r) telle que det(A’) # 0 :
Comme 1rg(A) = rg(C1(A),...,Cq(A)) = r, on peut extraire de (C1(A),...,Cy(A)) une
famille libre (Cj, (A),...,Cj,.(A)) de r vecteurs (ji < --- < jp).
Notons A" la matrice de M,,,(K) dont la ¢-iéme colonne est Cj,(A). Alors :

r=1g(A") = rg('A’) = 1g(L1(A'), -, Lp(4))

Donc on peut extraire de la famille (L1(A’),---, Ly(A’)) une famille libre de r vecteurs
(Liy (A", -+ L (A") (i1 < --+ <'ir). Soit A” la matrice de M, (K) dont la k-iéme ligne
est L, (A). En fait A” = (ai,j,)1<ke<r €t 1g(A”) = r. Donc det(A”) # 0.

2. Montrons maintenant que s’il existe une matrice carrée A’ € M(K) extraite de A telle
que det(A") # 0 alors rg(A) > s :
Tout d’abord A" = (a;, j,)1<ke<s avec i1 < - -+ < iget ji < -+ < js.
Puisque det(A") # 0 rg(A’) = s et (C1(A4'), -+ ,Cs(A")) est une famille libre. Mais cela
implique que la famille (Cj, (A),--- ,Cj,(A)) est libre. Donc rg(A) > s.

Des points 1. et 2. on déduit de maniére immédiate le théoréme.

|
2 3 5
Exemple 6.5 Soit A=|—-1 0 —1 1]. Alors:
1 2 3
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