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Exercice 1. On rappelle que C* muni de la multiplication est un groupe. On note U C C* ’ensemble
des éléments de norme complexe 1 et, pour n un entier naturel, U, ’ensemble des éléments z tels que
n=1.
1. Montrer que U et U, sont des sous-groupes de C*.
2. Soit G = (a) un groupe cyclique de générateur a. Rappeler la formule donnant l'ordre de ak.
Puis déterminer tous les éléments d’ordre 4 dans Usyg.
3. Lorsque G1,G2 sont deux groupes finis, montrer que ’élément (a,b) du groupe G x Ga est
d’ordre o(a,b) = ppcm(o(a),o(b)). Puis étendre ce résultat au cas d’un produit de la forme
Gy x--xGy,aveen > 2.
4. Déterminer, & isomorphisme pres, tous les groupes abéliens d’ordre 540 = 22335. On indiquera
dans chaque cas la suite d’invariants.
5. Montrer que tout groupe abélien d’ordre 540 admet au moins un élément d’ordre 30.
6. Montrer qu’il existe un groupe abélien d’ordre 540 ne contenant aucun élément d’ordre 60.

Solution :

1. Le produit de deux nombres complexes de norme 1 est de norme 1, ainsi que I'inverse d’'un nombre
complexe de norme 1. Ainsi, U est un sous-groupe de C*. Si z;, 29 € U,, alors 2] = 23 =1, de
sorte que (z1/22)" = 21'/258 = 1/1 = 1, et donc 21/29 € U,. Donc, U, est bien un sous-groupe
de C*.

2. L’ordre de a* est pg%(kn). Pour n = 20 et ¢ = €27/20 un générateur de Uy, Pordre de ¢¥ vaut 4 si
et seulement si le pged de k et 20 vaut 5, ce qui arrive exactement lorsque k appartient a l'ensemble
{5,15}. Donc P’ensemble des éléments d’ordre 4 est {¢°, (1%}, soit {!07/20 = j ¢30im/20 — 4},

3. Soit k un entier naturel, et (a,b) € Gy x Ga. Alors (a,b)* = (a*,b*) par définition de la structure
de groupe sur G; X Go. On note e, es les éléments neutres de G1, Go. On a donc 'équivalence

(a,D)F = (e1,e0) <= a* =€) et b* = ey <= o(a) | k et o(b) | k < ppcm(o(a),o(b)) | k

L’ensemble de ces entiers k est o(a, b)Z par un résultat du cours, d’ou o(a, b) = ppecm(o(a), o(b)).

En utilisant la formule ppem(o(g1), ppem(o(g2), - - -,0(gn)) = ppem(o(g1), - - ., 0(gn), on déduit
par récurrence sur n que o(gi,...,gn) = ppcm(o(gi),...,0(gn)) dans un produit de n groupes
finis.

4. D’apres le cours, les groupes abéliens d’ordre 22335 sont associés aux couples (), i) avec A une
partition de 2 et p une partition de 3 : A = (2) ou A = (1,1) et p = (3) ou p = (2,1) ou
w=(1,1,1). On trouve les groupes suivants (on note Z, = Z/nZ et on indique A sur la premiere
ligne et p sur la premiere colonne) :

(2) (11)
(3) L2 X Ligs X L =~ Lz Zo X Lo X Lgz X L5 = Lo X Lato
(21) Ty X Thg X Ty X s ~ 7L X Z1g0 T X Ly X g X L X D5 =~ Lg X Lo
(111) Z4 X Zz X Lz X Lz X Ly ~ Ly X Ly X Legy Lo X Lg X Lz X Lz X Lz X Ly ~ Lg X L X L3
Les invariants de ces groupes sont :
2 A
(3) (540) (2,270)
(21)  (3,180)  (6,90)
(111) (3,3,60) (3,6,30)

5. La décomposition primaire d'un groupe G abélien d’ordre 540 est G = G2 x G3 X G5, ou Go
est d’ordre 22 = 4, G3 est d’ordre 3% = 27 et G5 est d’ordre 5. Par le théoreme de Cauchy, Go
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admet un élément d’ordre 2, qu’on note s, et on définit similairement x3 d’ordre 3 et x5 d’ordre
5. Alors, (z2,z3,75) est d’ordre ppcm(2,3,5) = 30, d’pares la question 3.

Tout élément = = (x3, x¢, x30) du groupe G = Zs X Zg X Zsg vérifie 30x = (30x3, 30x¢, 30x30) =
(0,0,0), donc son ordre divise 30 et ne peut pas étre égal a 60. Le groupe G est donc un exemple
de groupe abélien d’ordre 540 qui ne contient pas d’élément d’ordre 60.

Exercice 2. Dans cet exercice, on note

a b X (1 =\
o= {(5 ) nacmier) @ vo{(d )irer)

1. Montrer que G, muni de la multiplication matricielle, est un groupe.
2. Montrer que U est un sous-groupe distingué de G, qui de plus est abélien.
3. En déduire que I'ensemble quotient G/U a une structure de groupe.
4. On note ¢ : G — R* x R* I'application définie par
a b
é: <0 d> s (a,d).
Montrer que ¢ est un morphisme de groupes surjectif.
On rappelle que la structure de groupe sur R* est donnée par la multiplication et que la structure
de groupe sur un produit est donnée composante par composante : la structure de groupe sur
R* x R* est donc donnée par (z1,y1) * (x2,y2) = (z122, y1y2).
5. En déduire que le groupe quotient G/U est isomorphe & R* x R* et qu'il est abélien.
6. Le groupe G est-il abélien 7
Solution :
1. Le cours nous indique que GLy(R) est un groupe. Pour montrer que G est un groupe, il est
commode de montrer qu’il est un sous-groupe de GLy(R). Soit g1 = (%1 Zl> , g2 = (%2 32)
1 2
1 =b
deux éléments de G. Alors g, ' = <‘62 “21d2> et donc
dy
a b aibe
919, = (‘62 d d1“2d2> ,
do
de sorte que glggl €q.
o 11‘1 o 1.1'2 -1 1$1—$2 i} .
2. Pour u; = (O 1) et ug = (0 1 >, onauiuy = | 1 , de sorte que U est bien un
1 1
sous-groupe de G. De plus, ujus = <0 1 —; x2> = (0 2 Tm) = usuq, de sorte que U est
abélien.
Powrg= (¢ ") eGetu=(} ¥)ev -1 (10 de sot ey
ourg=|g 4 etu={, yonagug =|{, { | desorte que gug .
Ainsi, U est bien distingué.
3. Le cours dit que lorsqu’on quotiente un groupe par un sous-groupe distingué, le quotient acquiere
une structure de groupe. Ainsi, G/U a une structure de groupe.
. a; b as b
4. Soit g1 = (01 di) g2 = (02 dz) Alors ¢(g1)¢(g2) = (a1,d1) * (az,d2) = (arag,didz).
; ey _ (aaz aibe + bids B .
D’un autre coté, g1go = 0 Iid et donc ¢(g192) = (araz,d1dz). On a donc bien
102
#(g192) = ¢(g91)®(g2), ce qui signifie que ¢ est un morphisme.
Il est surjectif car étant donné (a,d) € R* x R* et g = (8 2), on peut remarquer que
#(g) = (a,d), et que donc (a,d) a un antécédent.
5. Le noyau de ¢ est ’ensemble des matrices g = (g Z) telles que ¢(g) = (1,1), ce qui signifie

(a,d) = (1,1) : c’est donc U.
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La factorisation canonique de ¢ est donc un isomorphisme de groupes
¢ : G/Ker(¢) = G/U — Im(¢) = R* x R*.

Ainsi, G/U est isomorphe a R* x R*, produit de deux groupes abéliens, donc abélien.

. 10 11 11 1 2
Si on prend ¢g; = (O 2) et go = (0 1), alors gi1go = (0 2) et gog1 = (0 2), de sorte que
G n’est pas abélien.

Cet exercice donne donc l'exemple d’un groupe “construit a partir de groupes abéliens” (a
savoir U et R* x R*) mais qui n’est pas abélien. Plus précisément, G est produit semi-direct
(cette notion n’a pas été étudiée en cours) de U et R* x R*.

Exercice 3. Soit G un groupe fini d’ordre n. Soit p le plus petit nombre premier qui divise n. On
suppose que H est un sous-groupe de G d’indice p. Le but de cet exercice est de montrer que H est
distingué.

1.

2.

Donner la définition d’un sous-groupe distingué, donner un exemple de sous-groupe distingué
dans un groupe et donner un autre exemple de sous-groupe non distingué.

On rappelle que l'indice de H dans G est le cardinal de G/H. Rappeler les définitions de G/H
et H\G et expliquer pourquoi on a toujours H € G/H et H € H\G. Quel est le cardinal de
H\G?

. On suppose d’abord que p = 2 : H est donc un sous-groupe d’indice 2. Montrer que dans ce cas,

H est bien distingué. On pourra pour cela considérer les quotients G/H et H\G et en déduire
deux partitions de G.

Dans les questions suivantes, on ne fait plus I’hypothese que p = 2.

4. Montrer que la formule g - tH = gz H définit une action de G sur G/H.

5. En restreignant cette action a H, montrer qu’on obtient un morphisme de groupes ¢ : H —
S(G/H), ou 6(G/H) désigne le groupe des permutations de I’ensemble G/H.

6. Montrer que les éléments de ¢(H) préservent 1'élément H € G/H, et que donc on obtient plus
précisément un morphisme H — S(E), ou E désigne 'ensemble G/H privé de H.

7. Montrer que le cardinal de &(F) est (p — 1)!.

8. Montrer que le cardinal de ¢(H) divise n.

9. Déduire des deux questions précédentes et de I'hypotheése que le cardinal de ¢(H) est égal a 1.

10. Conclure que H est distingué.
Solution :

1. cf cours

2. cf cours

3. Soitx e G. Sizx e HHonaxH = Hx = H. Sinon,ona G=HIlzH et G=H 1l Hz, d’ou on
en déduit que *H = Hz. Ainsi, H est distingué.

4. Tout d’abord g(xh)H = gaxH donc cette définition ne dépend pas du choix (implicite) de x.
Ensuite, (g192) - *H = g1g2xH = g1 - (92 - o H).

5. Une action de H est un tel morphisme de groupes, cf cours.

6. h-eH = hH = H pour h € H, donc H préserve I’élément H € G/H. 1l préserve donc aussi son
complémentaire, F.

7. 6(F) est isomorphe a &,_1, donc de cardinal (p — 1)!.

8. On sait que |p(H)| divise |H|, par le théoréme de factorisation canonique (p(H) ~ H/Ker(y)).
Comme |H| divise n par le théoreme de Lagrange, f(H) divise n.

9. Comme p est le plus petit nombre premier divisant n, tous les facteurs premiers de (p — 1)! ne
divisent pas n. Ainsi, (p — 1)! et n sont premiers entre eux. Donc comme |f(H)| divise ces deux
entiers, il est égal a 1.

10. Ceci signifie que Vh € H,p(h) = Idg/y. Autrement dit, hxH = xH pour tout h € H, donc

HxH =xH, donc Hx = zH.



