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L’évaluation prendra en compte la précision des arguments donnés dans les démonstrations. Le
sujet est volontairement long ; il n’est pas attendu que les étudiants traitent toutes les questions.

Exercice 1. Soit G un groupe agissant sur un ensemble E. Rappeler la notion d’orbite et de stabil-
isateur dans ce contexte. Soit x,y € F, appartenant a la méme orbite. Montrer que les stabilisateurs

G, et Gy de = et de y sont conjugués dans G, a savoir qu’il existe g € G tel que Gy =g- G, - g

-1

Exercice 2. Dans cet exercice, G désigne un groupe abélien. Pour z € G, on note o(x) l'ordre de x
dans G. On note Gy I'ensemble des éléments de G' qui sont d’ordre fini.

1. Soit x € G. Rappeler le lien qu'’il existe entre o(z) et (x), le sous-groupe de G engendré par z.

2. Faire aussi le lien entre o(z) et {k € Z|2* = e}.

3. Soit x,y € Gy. Montrer que o(xy) est fini et que o(zy)|ppem(o(z), o(y)).

4. On suppose dans cette question et la suivante que o(x) et o(y) sont premiers entre eux. Montrer
qu’alors (x) N (y) = {e}

5. Montrer que sous 'hypothese pged(o(x),0(y)) = 1, on a o(zy) = o(z)o(y) = ppem(o(x),o(y))
(on pourra chercher & résoudre 'équation (zy)¥ en montrant qu’elle implique 2* = y* = ¢).

6. Montrer que Gy forme un sous-groupe de G.

7. Que vaut Zy ?

Solution :

1 o(z) = | (@)

2. {k€Z|kx =0} =o(z)Z.

3. Soit x,5 € G d’ordre fini. Soit k,l tels que z¥ = e et y' = e. Soit m = ppem(k, 1), et soit
donc k',I' les entiers tels que kk' = m et [I' = m. Comme G est abélien, (zy)™ = byl =
(2" (yHY = ee = e, donc zy est aussi d’ordre fini divisant m. Ainsi, I'ensemble des éléments
d’ordre fini forme bien un sous-groupe.

4. Cela découle du théoreme de Lagrange puisque (x) N (y) est un sous-groupe de (z) et de (y).
Ainsi, le cardinal de (z) N (y) divise celui de (z) et de (y).

5. Si (zy)*F = e, alors ¥ = y=% d’ot on déduit que c’est un élément de (x) N (y), donc 1’élément
neutre.

6. Soit x,y € Gy. Alors (=1 = (2F)~! = e7! = ¢, de sorte que 7! est d’ordre fini. De plus, on
a vu que xy € Gy. Ainsi, Gy est bien un sous-groupe.

7. Seul 0 est d’ordre fini dans Z, donc Z; = {0}.

Exercice 3. Soit p un nombre premier. Soit n > 1 un entier. Soient G un groupe d’ordre p™ et
Z(G) son centre. Considérons un sous-groupe distingué H de G non réduit a 1’élément neutre.
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On consideére I'action de G sur H par conjugaison, c’est-a-dire par Vg € G,Vh € H, g-h = ghg™"'.
Montrer que c’est bien une action.

Montrer que toute orbite est de cardinal une puissance de p.

Pour h € H, montrer que l'orbite de h est de cardinal 1 si et seulement si h € Z(G).

Montrer que HN Z(G) # {e}.

Montrer que l'ordre de Z(G) est strictement supérieur a 1.

Montrer que H contient un élément h tel que Vg € G, gh = hg et o(h) = p.

Solution :
Soit p un nombre premier. Soit n > 1 un entier. Soient G un groupe d’ordre p™ et Z(G) son centre.
Considérons un sous-groupe distingué H de G non trivial.



. Tout d’abord, comme H est distingué, ghg™

1 est bien un élément de H. Par ailleurs, comme dans

le cours, on vérifie que pour g1,92 € G et h € H, on a

g1-(92-h) = g1 (92hg5 ") = 9192095 97" = (g192) - .

. Soit h € H et Gy, le stabilisateur de h dans G. On a la bijection G - h ~ G/Gy, qui montre que

le cardinal de G - h est un diviseur du cardinal de G. Comme celui-ci est p™, il existe un entier
m avec m < n et tel que |G- h| =p™.
Soit h € H. Si h € Z(Q), alors pour tout g € G, on a g-h = h = ghg~' = h, puisque gh = hg.
Ainsi, 'orbite de h est réduite au singleton {h}. Réciproquement, si G -h = {h}, alors pour tout
g€ G,onag-h=h,donc gh = hg, et ainsi h € Z(G).
Montrons que HN Z(G) # {e}. L’ordre de H est une puissance de p soit p° car, d’apres le
théoreme de Lagrange, |H| divise |G| qui est une puissance de p. L’ordre de H est aussi somme des
cardinaux des orbites pour l'action de G par conjugaison sur H (les orbites forment une partition
de G); chacune de ces orbites a pour cardinal une puissance de p (cf question précédente).
Raisonnons par I’absurde: supposons que Z(G) N H = {e}; alors une seule des orbites est
réduite a un seul élément: l'orbite de e. Ainsi nous avons d’une part |[H| = P, d’autre part
|H| = 14 somme de puissances de p d’ou

pﬁ =1+ somme de puissances de p

contradiction. Par suite Z(G) N H # {e}.

Comme HNZ(G) # {e}, Z(G) # {e}, et donc le cardinal de Z(G) est strictement supérieur & 1.
Il existe un entier m avec 0 < m < n tel que le cardinal de Z(G) N H soit p™. En particulier, p
divise le cardinal de Z(G)NH. En appliquant le théoreme de Cauchy dans ce groupe, il contient
un élément h tel que o(h) = p. Cet élément convient.

Exercice 4. Décrire tous les sous-groupes de Z/36Z.

Exercice 5. Soit n > 3 un entier. Considérons les matrices suivantes de GL(2,R)

=3 %) (ot )

n n

Notons G le sous-groupe de GL(2,R) engendré par o et 7; désignons par H le sous-groupe de G
engendré par o et K le sous-groupe de G engendré par 7:

G = (o, 1), H = (o), K = (7).

Posons K’ = {g € G|detg = 1} et définissons les vecteurs vy et Yy de R? par

U W=

© % 3

() w3

Donner l'ordre de o.

Donner une interprétation géométrique de 7 et donner son ordre.

Si G est d’ordre fini, que peut-on dire sur son ordre ?

Montrer que o7 = 7" lo.

Donner tous les éléments de H et K. En utilisant la question précédente, montrer qu’'on a
G={r07|0<i<n—1,0<j<1} et que donc G est de cardinal 2n.

Combien y a-t-il de classes a gauche de G modulo H ?

Décrire Gr/H.

A-t-on H<G 7 Si oui décrire le groupe quotient G/H.

A-t-on KaG ? Si oui décrire le groupe quotient G/K. On pourra utiliser le fait que tout sous-
groupe d’indice 2 est distingué (vu en exercice).

. Le sous-ensemble K’ de G est-il un sous-groupe de G 7 Si oui, a-t-on K'aG ?
. Comparer K et K'.

. Existe-t-il un sous-groupe de G isomorphe a G/K ?

. Montrer que la multiplication des matrices définit une action

G x R? » R?, (M, X)) M-X =MX



14. L’action est-elle transitive 7
15. L’action est-elle fidele 7
16. Quels sont les points fixes de 'action ?
17. Quel est le stabilisateur G, du vecteur vg ?
18. Décrire 'orbite du vecteur vy.
19. Quel est le stabilisateur Gg du segment S = [vg, Yo| 7
Solution :
1. Nous avons ¢ # id mais 0 = id donc o est d’ordre 2.

2.

On voit que 7 est la rotation de centre O = (0,0) et d’angle %” En particulier 7 est d’ordre n.

On peut de plus déterminer 77:
cos (%—’T —sin (%—”)
= k S
: 2 s
S11n (TW COS (T)
Si G est d’ordre fini, alors son ordre est divisible d’'une part par 2 et d’autre part par n, donc
par ppcm(2,n).

. Montrons que o7 = 7" !g. Un calcul direct assure que oro~! = 771
2w : 2 27 : 2
. cos (W) sin ( =% cos (—7 —sin (—7) .
oTO T =0T0 = /g ) = ) ) ) =T
—sin (—”) cos (& sin (—l cos (——”)
n n n n
On en déduit, puisque 7 est d’ordre n, que oro~ ' = 7"~! puis que o7 = 7" 0.
Donnons tous les éléments de G, H et K.
Puisque o est d’ordre 2, nous avons
H = {id, o} 1)

Comme 7 est d’ordre n, nous avons
: 2 n—1
K={id,r, 7% ..., 7" }. (2)

Par définition, G est le sous-groupe engendré par 7 et o. Montrons qu’il est égal a

{id, 7, 7%, ..., 7" Y 0, 70, %0, ..., 7" o} = @’

en utilisant la méthode vue en cours et TD.

D’une part, si L est un sous-groupe de GL(2,R) contenant 7 et o, alors il contient les produits
de ces deux éléments, donc il contient tous les éléments de la forme 7%c7, donc il contient G’ :
L D G’. Ceci montre que G D G'.

Montrons maintenant que G’ est un sous-groupe de GL(2,R). Soit donc deux éléments g, h de
G/, et soit i, 5, k, 1 les entiers avec 0 < i,k <n —1et 0 < j,1 <1 tels que g = 7i07 et h = 7Fo'.
Montrons que le produit gh = 7%077%c! est encore dans G’. Si j = 0, alors gh = 7tFa!, et il existe
' €40,...,n—1} tel que 7% = 6% (en effet 7% € K et on utilise ??), d’ott gh = 7707 € G'.

Si j =1, alors la relation o7 = 7o vue a la question précédente implique par récurrence que
ol7k = 767%, et on peut donc écrire que

k1 i—kUH-l

. gt
gh=71'otc" =1 =Tiol |

ot i’ et j' sont des entiers avec 0 < i/ <n —1et 0 < j <1 tels que 77 % = 7 et gt = 7',
dont lexistence est garantie par (?7?) et (?7).

Nous avons donc montré que gh € G, a savoir que G’ est stable par produits. Montrons qu’il
est aussi stable par passage a 'inverse : soit g = 7’0’/ € G’. Nous avons alors g~! = 07977, et
puisque o7, 77% € G’ (encore une fois par (?7?) et (??)), nous en déduisons d’apres la stabilité
par produits que g~ € G'.

Nous avons ainsi montré que G’ est bien un sous-groupe de GL(2,R), ce qui montre lautre
inclusion G C G’ et termine la question.

Déterminons le nombre de classes a gauche de G modulo H.

L’ensemble des classes a gauche de G modulo H est ’ensemble G/H. Son cardinal est ‘G/H‘ =

[G: H| = % D’apres la question précédente nous avons |G| = 2n, |H| = 2 et donc ‘G/H‘ =
|

G| _
7|—'I’L.



10.

11.
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13.

14.

15.

16.

Décrivons G/H.
Les descriptions de G et H nous permettent d’affirmer que

G/H = {ﬁ, Ty oun, T”_l}.
Le sous-groupe H de G n’est pas distingué dans G; en effet
ot =771 16 = 7" 26 ¢ H (car par hypothése n > 3 donc n — 2 > 1).

Nous avons [G : K] = % = 28 = 2. Ainsi K est un sous-groupe d’indice 2 de G; il est donc
distingué dans G et G/K a une structure de groupe.

Le groupe quotient G/K est d’ordre 2 donc isomorphe a Z/QZ. Nous avons G/K = {id, 7}.
L’application det: G — R* est un morphisme de groupes et K’ est son noyau. Ainsi K’ est un
sous-groupe distingué de G.

Comparons K et K'.

Remarquons que detr! = cos? <#) + sin? (%) = 1 done 7* appartient a K’. Ainsi K =
(r)y c K.

Soit ¢ € G \ K, alors g s’écrit o avec 0 < 0 <n—1 (cf 5.) d’ou detg = det(TEO') =
det(Tg)detJ =1 x (—=1) = —1. Par suite g n’appartient pas & K’. Nous venons de montrer que
si g n’appartient pas a K, alors g n’appartient pas & K’, autrement dit que si g appartient a K/,
alors g appartient a K, i.e. K’ C K.

Finalement, K = K'.

Les groupes H et G/K sont d’ordre 2, donc sont isomorphes. Il en résulte qu’il existe un sous-
groupe de G (le sous-groupe H) isomorphe a G/K.
Montrons que la multiplication des matrices définit une action

G x R? = R?, (M, X)— M- -X =MX
D’une part id - X = X; d’autre part pour M, M’ dans G nous avons
(MM"- X =MM'X =M-(M"-X)

par l’associativité du produit matriciel. Nous avons donc bien une action de G sur R2.
Commencgons par rappeler:

Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. On dit que G opere transitivement sur X si
VeeX, VyelX, dgeG, g-z=y

L’action n’est pas transitive. En effet, d’une part 'orbite d’un vecteur X € R? est I’ensemble
Ox ={9-X|ge G} ={gX|ge G}

d’autre part |G| = 2n. En particulier, Ox compte au plus 2n éléments alors que R? est infini:
aucune orbite ne peut étre égale & R? tout entier.
Commencgons par rappeler:

Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. On dit que G opére fidélement si ¢: G — &(X)
est injectif, c’est-a-dire si g - x = x pour tout x € X implique g = 1.

Remparque: G/ker 0 opere fidelement sur X.

L’action est fidele: soit g € G tel que g- X = X pour tout X € R?, 4.e. tel que gX = X pour
tout X € R?, alors g = Id.
Déterminons les points fixes de ’action, i.e. déterminons

{XeR?¥|g- X=X VgeG}.
Autrement dit nous cherchons les X € R? tels que g - X = X pour tout ¢ € G. Remarquons
que X = < 8 > est un point fixe. Montrons que c’est le seul. En effet si X = ( ‘;: ) est un

point fixe, alors en particulier o - X = X, c’est-a-dire (z, —y) = (z,y) d’ou y = 0. De plus nous



17.

18.

19.

cos (25) x

avons 7- X = X soit 7- [~ ) =( 7 qui se réécrit " =(*). En particulier
0 0 sin (27) 2 0
n

sin (2”) 2z = 0; mais pour n > 3, nous avons sin ( ) # 0 donc x = 0 et X = (0,0). Finalement
(0,0) est 'unique point fixe de I'action.
Déterminons le stabilisateur

Gy =1{9€ Glg-vo =20} = {9 € G|gvo = vo}

du vecteur vy = ( (1) )

Remarquons que o - vg = ovg = vg, i.e. o appartient a G,,.

cos 2’“—”)

Par ailleurs, soit 1 < k < n — 1, alors 7% - vy = _ 2;; - ainsi 7F - vy = vp si et
S11 T)

seulement si cos (Zk”) =1 et sin (2]”) = 0, c’est-a-dire si et seulement si %Tﬂ = 0 (mod 27),

i.e. si et seulement si k est un multiple de n: contradiction avec 1 < k < n — 1. Ainsi aucun 7%,

1 <k<n-—1, ne fixe vg.

De méme nous avons 770 - vg = vg si et seulement si Tk vg = Vg si et seulement si Tk = id;
ainsi aucun 7%0, 1 < k < n — 1, fixe vo.

Il en résulte que G,, = {id, o} = H.
Décrivons l'orbite du vecteur vg.

k

Puisque O,, et G/GU sont en bijection nous avons
0

|Ouo| = )G/Gvo
Or a2
n
‘G/G’Uo :[GGUO]:[GH]:T}I’:?:TL
Ainsi l'orbite du vecteur vy compte n éléments.
cos 21"#)
Les éléments 7F - vy = ,0< k< n-—1,sont 2 a 2 distincts. Ils forment donc

sin 2'%)
I'orbite de vyg.
Quel est le stabilisateur Gg du segment S = [vg, Y] ?

Comme YE) = —vp nous voyons que
g Yb =0 - (—’Uo) = U(—Uo) = —(T(U()) = —Vgy = Y()

donc (v, Yo| = [vo, Yo| et o appartient a Gg.

Si g appartient a Gg, alors comme ¢ est linéaire, g doit envoyer vy sur un élément de la droite
(vg) = (vg,Yy). Cherchons de tels g € G. On a ou bien g = 7%, ou bien g = 7%¢ avec dans les
deux cas 0 < k <n — 1. Dans les deux éventualités

cos Qk—”)
n

sin %—”>
n

Mais (vo) = {(z,y) € R?|y = 0} donc on souhaite que sin (2’”) = 0 (mod ) c’est-a-dire 227 =
(mod 7).
Si n est impair, alors la seule possibilité est k =0 et Gg = {id, o} = H.
Si n = 2m est pair, alors nous avons deux possibilités: £ = 0 et k = m. Pour kK = m nous
avons
m_ cos zan) —sin (zan)
sin 2’”%) cos (%’f”)

Ainsi 7™ - vg = Yp et 7 - Yy = vg. Par suite 7™ - S = S. Finalement Gg = {id, o, 7™, 70 }.



