Résumé du cours d’algebre linéaire - 2

1 Déterminants

Définition 1.1 Soient 0 € &,, et i,j € {1,--- ,n}. On dit que le couple (i,j) présente une
inversion pour ¢ (ou est une inversion de o) si : i < j et 0(i) > o(j). On note I(c) U'ensemble
des inversions de o et {(c) la longueur de o ie le nombre d’inversions.

Définition 1.2 On appelle signature de o € &, le nombre (o) = (—1)47).

Définition 1.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K. On dit que Uapplication :

f + EP=EXx---XE — F
(-751,"'71'1;) — f(xlv"'axp>

est une application multilinéaire ou p-linéaire si pour tout i compris entre 1 et p et pour
tous vecteurs x1,...,Ti—1, Tit1,-..,Tp fixés, Uapplication :

f$17---7$i_17$i+1,---7-73p : E — F
x — f(x17"' y Li—1, Ly Tj41y " 71"]))

est une application linéaire de E dans F. Si de plus F' = K, on dit que f est une forme p-
linéaire.

Autrement dit on a pour tous vecteurs x et y de E :

f(lilu"' )xi—lvAx—i_uy)xi-i-lf” al‘p) -
)‘f(xlf" y Li—1, Ly Li+1, """ 7‘/1:]0) +,U,f(l‘1, y Li—1,Y, Ti41, 7xp)

Définition 1.4 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K et v: EP = E X --- X EE — F une
application multilinéaire. On dit que v est alternée si pour tout couple (i,j) € Fg tel que i # j
et pour tout (xy,---x,) € EP :

x; = x; implique v(xy, - ,xp) =0

Proposition 1.5 Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K.
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1. Soit B = (eq,...,ey) une base de E. Pour tous vecteurs x1,...,x, de E, on note een
Tnl
leurs coordonnées respectives dans la base B. Définissons w par :
w E™ — K
n
(1, xp) — w(T1,...,Zy) = g (o) ng(i)ﬂ-.

oceS, =1

Alors w est l'unique forme n-linéaire alternée E™ — K vérifiant w(ey, ..., e,) = 1.

2. Yv e A"(E,K) on av=wv(e,...,en)w.
3. dim(A™(E,K)) = 1.
Notation 1.6 D’apres la proposition précédente si E est un K-espace vectoriel de dimension n

muni d’une base B = (e1,- -+ ,ey), alors il existe une unique forme n-linéaire alternée w telle que
w(er, -+ ,en) = 1. Notons detp = w.

Définition 1.7 Soit E un espace vectoriel de dimension n muni d’une base B = (e1,...,ep).
Alors pour toute famille de n vecteurs (uy,...,uy) le scalaire detg(ui,...,u,) s’appelle le dé-

terminant de la famille (uy,...,u,) dans la base B.

Remarque 1.8 De la proposition 1.5 on déduit immédiatement que :

Vo € A"(E,K),Y(ur, - ,uy) € E" v(uy, -+ ,up) =v(ey, -, ey)detg(ug, -, up)

Proposition 1.9 Soit (uy,--- ,u,) € E™. Alors la famille (uy,--- ,uy) est liée si et seulement
si detg(uy, - ,up) = 0.
Définition 1.10 Soit E un espace vectoriel de dimension n muni d’une base B = (e1,...,ep)

et soit f € L(E). Alors :
detB(f(el)a ) f(en))

ne dépend pas de la base B et définit ce que l'on appelle le déterminant de f.

Proposition 1.11 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur K. Soient f et g deux
endomorphismes de E. Alors :

det(f o g) = det(f)det(g)

Proposition 1.12 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.
1. Alors det(1dg) = 1.

2. Un endomorphisme f de E est un automorphisme de E si et seulement si det(f) # 0. Si

1
[ est un automorphisme alors : det(f~!) = .

- det(f)
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Définition 1.13 Soit A = (aij)1<ij<n une matrice. On pose

i) = 3 e0) [Lancr,
i=1

0'6671

Proposition 1.14 Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K muni d’une base B =
(€1,...,en). Soient f € L(E) et A= (aij)i<ij<n la matrice de f dans B. Alors

det(f) = det(A).

Proposition 1.15 Soit A = - dn , alors
a1 a2

det(A) = a11a922 — a210Q12.

Définition 1.16 Soit A = (aij)1<ij<n- La transposée 'A de A est la matrice dont les coefficients
sont les a; j, avec a;j = aj;.

Proposition 1.17 Soit A € M, (K), alors det('A) = det(A).

Proposition 1.18 Si une colonne (ou une ligne) est combinaison linéaire d’autres colonnes (ou

lignes) alors det(A) = 0. En particulier, si deuz colonnes (ou deux lignes) sont égales, alors
det(A) = 0.

Proposition 1.19 (Opérations sur les colonnes)
1. Si a la colonne Cj(A) (ou a la ligne L;(A)) on ajoute une combinaison linéaire des autres

colonnes Z)\ka(A) (ou des autres lignes Z)\kLk(A)), le déterminant reste in-

k£j ki
changé.

2. St on permute deuz colonnes (ou deux lignes) de A, le déterminant change de signe.

3. St on multiplie une colonne (ou une ligne) de A par p, alors le déterminant de A est
multiplié par u.

Définitions 1.20 Soit A € M, (K).
— On appelle cofacteur de A = (a;j)1<ij<n d’indice (3,7) le coefficient

aij = (—1)" det(A(i, 7))

— La matrice A = (aij)1<ij<n de My(K) s’appelle la matrice des cofacteurs ou coma-
trice.

Théoréme 1.21 Soit A = (a;j) € M, (K) et k un entier tel que 1 < k < n. Alors :
1. det(A) = Z(—l)i+kaikdet(A(i,k)) = Zaikdik. On dit qu’on développe suivant la
=1 =1
colonne k.



2. det(A) = Z(—l)k+jakjdet(A(k,j)) = Zakj&kj. On dit qu’on développe suivant la
j=1 j=1
ligne k.

Proposition 1.22 (Régle de Sarrus) On a :

a1l a2 ais
a1 Q22 G923 = @11a22033 + 210432013 + A31G12a23
az1r asz2 as3

- (a13a22a31 + agsasz2ail + a33a12a21)

Définition 1.23 Une matrice A = (a; ;) est dite triangulaire si elle est triangulaire inférieure
(te i < j = a;; =0) ou triangulaire supérieure (ie i > j = a;; =0).

Proposition 1.24 Soit A = (aij)i<ij<n  une matrice triangulaire. Alors det(A) = a1 - ann.

Corollaire 1.25 Soit A € M, (K). Alors A est inversible si et seulement si det(A) # 0. Si A

tA
est inversible, A~ = dei(A)’

Théoréme 1.26 Soit A € My, 4(K). Alors A est de rang r si et seulement si :
1. 1l existe une matrice carrée A’ extraite de A de format (r,r) telle que det(A") # 0.

2. Pour tout s > r, toute matrice carrée A" de format (s, s) extraite de A vérifie det(A”) = 0.



2 Reéduction des endomorphismes

2.1 Critéres via le polyndome caractéristique

Définition 2.1 Soient v € L(E) et A € K. Sl existe un vecteur non nul z de E tel que
u(z) = Az, alors on dit que :

1. X est une valeur propre de u.
2. x est un vecteur propre de u associ€ a M.

On appelle spectre de u et on note Sp(u) l’ensemble des valeurs propres de wu.

Définition 2.2 Soit A = (aij)1<ij<n une matrice carrée de M, (K). On appelle trace de A le
scalaire :
n
tT‘(A) = Z (077
i=1

Proposition 2.3 Soient (A, B) € M, (K)?. Alors tr(AB) = tr(BA).

Proposition et définition 2.4 Soient u € L(F) et B une base de E. Alors tr(Matp(u)) ne
dépend pas de la base choisie B et s’appelle la trace de u. On le note tr(u).

Proposition et définition 2.5 Soit u € L(E). La fonction

Xe : K — K
x +— det(u — xldg)

est une fonction polynomiale de degré n. De plus :
Xu(X) = (=1)"X" 4 (=1)" " Lr(u) X" -+ det(u)
Xu S’appelle le polynébme caractéristique de u.
Proposition 2.6 Soit u € L(E). Alors A € Sp(u) si et seulement si A est racine de x,.

Définition 2.7 Soient u € L(FE) et A une valeur propre de w. On dira que X est une valeur
propre d’ordre m si A est une racine d’ordre m de x,. L’entier m s’appelle la multiplicité de A
et sera noté m(A).

Définition 2.8 Soient u € L(E) et A une valeur propre de u. Le sous-espace vectoriel Ex(u) :=
Ker(u — Adg) s’appelle le sous-espace propre associé a la valeur propre A.

Proposition 2.9 Soient u € L(E) et X\ une valeur propre de u. Alors :
1 < dim(Ey(u)) < m(A)
Théoréme 2.10 Soit u € L(E). Alors les sous-espaces propres de u sont en somme directe.

Théoréme 2.11 Soit u € L(E). Alors les propositions suivantes sont équivalentes :



1. Il existe une base B de E telle que Matg(u) soit diagonale.
2. 1l existe une base B de E constituée de vecteurs propres de u.
8. E est la somme directe des sous-espaces propres de u.

4. Xu est scindé sur K (i.e. x,, a toute ses racines dans K) et pour toute valeur propre de u,
dim(Ey(u)) = m(A).

Définition 2.12 Soit u € L(E). On dit que u est diagonalisable si ['une des 4 conditions
équivalentes du théoréme 2.11 est vérifiée.

Définition 2.13 Soit u € L(E). On dit que u est trigonalisable sl existe une base B de FE
telle que Matp(u) est triangulaire supérieure.

Théoréme 2.14 Soit u € L(E). Alors u est trigonalisable si et seulement si x,, est scindé dans
K[X] (i.e. xu se décompose en un produit de polynoémes du premier degré).

Corollaire 2.15 Soit E un espace vectoriel sur C de dimension finie. Alors tout endomorphisme
de E est trigonalisable.

Théoréme 2.16 (Cayley-Hamilton) Soit u un endomorphisme de E, alors :
Xu(u) =0

2.2 Théorie du polyndme minimal

Définition 2.17 Soit (A,+, X) un anneau. Alors on dit qu’un sous-ensemble T de A est un
ideéal si :

1. (Z,+) est un sous-groupe de (A,+).

2.Na€e A, Ve el, areT.

Définition 2.18 Un polynome P € K[X] est dit unitaire si le coefficient du monoéme de plus
haut degré vaut 1.

Proposition et définition 2.19 Soit u € L(E). Considérons le sous-ensemble de [’anneau
K[X] suivant :
() = {P € K[X] ; P(u) = 0}

Alors Z(u) est un idéal de K[X] appelé idéal annulateur de u. Tout polynéme P de Z(u) est
appelé polynéme annulateur de u.

Proposition et définition 2.20 Soit u € L(E). Alors Z(u) # {0} et il existe un unique po-
lynome p,, de Z(u) de degré minimal et unitaire. Ce polynome engendre I(u), c’est-a-dire que
T(u) = {(1,Q| Q € K[X]}.

Autrement dit, p, est Uunique polynome annulateur de u de degré minimal et unitaire. Il
divise tous les polynéomes annulateurs de u.

1y S’appelle le polynéme minimal de u.



Théoréme 2.21 Soit u € L(FE). Alors u est diagonalisable si et seulement si son polyndme
minimal est scindé et si toutes ses racines sont simples.

Corollaire 2.22 Soit u € L(E). Alors u est diagonalisable si et seulement si il existe un poly-
nome annulateur de u qui est scindé et qui n’admet que des racines simples.

2.3 Décomposition de Dunford-Jordan

Proposition et définition 2.23 Soient Fi,..., Fy des sous-espaces vectoriels de E tels que
k

E = @Fi. Alors pour tout x € E, il existe un unique k-uplet (p1(x),...,pr(x)) € F1 x ... x F}
i=1

k
tel que : x = ZP@@)
i=1

Les applz'ca_tions p; sont linéaires et (p;)1<i<k $’appelle famille de projecteurs de E associée
k

a la décomposition E = @ F;.
=1

Définition 2.24 Soit u € L(E). On appelle indice de u le plus petit entier ig tel que Ker(u®) =
Ker(u®©t1). On a :

{0} _ KGT(UO) g o g KeT(UiO) _ Ke,r,(uio-l-l) — Ker(uio-l-Q) — ...

Définition 2.25 Soit A € Sp(u). Le sous-espace vectoriel Cy(u) = Ker(u — Mdg)™N s’appelle
le sous-espace caractéristique associé a la valeur propre .

Proposition 2.26 Pour touti € {1,--- ,r} on a :

Théoréme 2.27 (Décomposisition de Dunford-Jordan) Soit v € L(E) tel que x, soit
scindé dans K[X]. Alors il existe un unique couple (d,v) d’endomorphismes de E tel que :

1. u=d+v.

2. dov=vod.

8. d est diagonalisable et v est nilpotent.
T

T
De plus si py(X) = H(X — /\i)ﬁi, alors d = Z/\ipi ot (pi)i<i<r est la famille de projecteurs
i=1 i=1

,
associés a la décomposition E = @C)\i (u), et lindice de v est N = max (f3;).

) 1<i<r
=1



3 Systémes différentiels linéaires a coefficients constants

3.1 Convergence dans les espaces vectoriels et exponentielle matricielle
Définition 3.1 Soit £ un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application N :
E — RT vérifiant :

1. Nz) =02z =0.

2.V(\,x) e Kx E ; N(A\z) = |M\N(z).

3. V(x,y) e EXE ; N(x+y)<N(z)+ N(y).

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Définition 3.2 On dit qu’une suite (zy)nen de E tend vers x € E si ||z, — x| — 0 quand
n — 00.

Définition 3.3 Deux normes || ||1 et || |2 sont équivalentes s’il existe o, 8 > 0 tels que pour
toutx € B :
allzfly < flzfl2 < Bzl

Les suites convergentes pour || ||1 ou || |2 sont alors les mémes et ont la méme limite.
Théoréme 3.4 Si E est de dimension finie alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

Définition 3.5 Soit Zuk une série de E. On dit Zuk converge absolument si la série
k>0 k>0
numérique Z |lug|| converge.
k>0

Proposition 3.6 Soit g ur une série de E qui converge absolument. Alors g uy, est conver-
k>0 k>0

gente.

Proposition 3.7 Pour tout uw € L(E) définissons :

[full] :="sup [Ju(z)]
ek
llefl=1
Alors ||| ||| est une norme sur L(E) qui satisfait :

L veeE, [u@)] <llulllz]-
2. Y(u,v) € (L(E))?, ([luwov|l < [lullllllv]I-

s‘appeilie norme algepre.
‘appell d’algéb

Proposition 3.8 (dérivée d’un produit de matrices) Soient :

A I — Mpa(K) B : I — M;y,(K)
t — A(t) ’ t — B(t)



deuzx fonctions dérivables sur I. Alors la fonction

AB + I — My,(K)
t —  A@®)B()

est dérivable sur I et :

vt e I,(AB)'(t) = A'(t)B(t) + A(t)B'(t).

Proposition et définition 3.9 (exponentielle d’une matrice) Pour tout A € M, (K), la

A

1
série Z HAk est convergente. Sa somme notée e ou exp(A) s’appelle l'exponentielle de A.

k=0
De plus :

A A
e ] <6||| Il

Proposition 3.10 1. Soit A e M, (K) et P € GL,(K). Alors :

-1
PTIAP _ p-1,Ap

2. Soit (A, B) € M,(K)2. Si AB = BA alors :

cAB — JATB _ B A

et
Bet =B
3. Soit A € M, (K), alors e est toujours inversible et :
(eA)fl _ efA

Proposition 3.11 Soit A € M, (K). Alors Uapplication f : R — M,(K) , t — e est de
classe C™ et f'(t) = AetA.

3.2 Application aux systémes linéaires

Définition 3.12 Soit n € N*. Pour tout i € {1,--- ,n}, soit b; : I — K une fonction continue
et pour tout (i,j) € {1, ,n}? soit a;; € K.
1. Le systéme :
Yy = auyit+ - Fayn + b
(8L) : :
y;l = amynt+ - FapnYn + bn
s’appelle systéeme différentiel linéaire d’ordre 1 a coefficients constants.

2. Le systéeme :

yll ayi+ - +ainYn
(SH) . . .
/

Yo = apiyit - +apnYn

s’appelle systéme différentiel linéaire homogéne associé a (SL).
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Définition 3.13 On note A = (a;j)1<ij<n (une matrice a coefficients dans K), Y = | 1 |, et
Yn
by
B = : | (des fonctions a valeurs dans K™). Alors
br,

(SL) = (L) : Y =AY +B
et
(SH) <+« (H):Y =AY

Théoréme 3.14 L’ensemble Sy des solutions sur R de (H) est un sous-espace vectoriel de
C(R,K"™) de dimension n formé de fonctions de classe C*°.
Plus précisément :
Sy = {t — C ou C e K"}

De plus pour tout (to,Yy) € R x K™ il existe une unique solution'Y de (H) telle que Y (to) = Y.

Théoréme 3.15 (Méthode de la variation de la constante) L’ensemble Sy des solutions
de (L) est non vide. Plus précisément pour tout to € I :

o : I — K"
t
t — polt) == / AR (z)dx

to
est une solution de (L).
Par ailleurs, soit g € Sr une solution. Alors toutes les solutions sont décrites par :

Spi={I — K"t — e2C + @o(t) ou C e K"}

Définition 3.16 Soient n > 1, (ag, -+ ,an—1) € K" et b: I — K continue.
1. L’équation :
L)y +anay™ Y+t ay +ay=b
s’appelle équation différentielle linéaire a coefficients constants.
2. L’équation :
(H) y™ +ap1y™ Y ot ary +agy =0
s’appelle équation différentielle linéaire homogéne associée a L.
Définition 3.17 Soient n > 1, (ag, -+ ,an—1) € K" et b : I — K continue. On appelle équa-
tion caractéristique de l’équation différentielle :

€)Y ey e ary Faoy =b

[’équation :
2"+ ap12" 4+ ar+ag=0
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Théoréme 3.18 Soient n > 1, (ag, - ,an—1) € K™. Considérons l’équation homogeéne :

H) Yty ay +ay =0
Supposons que les racines de I’équation caractéristique soient A1, -+ , A\, de multiplicité respectives
aq, -, ap. Alors Uensemble des solutions Sy définies sur R de (H) est un sous-espace vectoriel

de C(R,C). Plus précisément :

Su={y €C®R,C) ; AP+, B) € Ca1[X]x - x Ca1[X] 5 y(t) =D MPi(t)}
=1
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