POLYNOMES DE KAZHDAN-LUSZTIG ET COHOMOLOGIE
D’INTERSECTION DES VARIETES DE SCHUBERT

1. ALGEBRE DE HECKE

Rappelons que si (W, S) est un systéme de Coxeter, 'algébre de Hecke H = Hyy associée
est une Z[t, t"!]-algeébre sur 'anneau des polynémes de Laurent, avec une base (€4, )wew
et la loi de multiplication suivante :

€s€y = gy 81 U(sw) = L(w) + 1,

esew = (12 — 1)ey, + tPeq, si l(sw) = f(w) — 1.
La leére relation implique

ewzesl...esp

si w = s;--- s, est une écriture réduite.
La 2éme relation implique en particulier

(es — (> —1))es = eses — (12— e, =12+ 1
autrement dit e, est inversible et

et =t"%(e, — (> —1)).

s

Il résulte que e, est inversible pour tout w.

D’autre part soit i : H — H automorphisme d’anneaux tel que i(t) =t~ et i(e,) = e, !

w—1l*

Théoréme (Kazhdan—Lusztig). Pour tout w € W il existe ¢, unique tel que
(1) i(cw) = cu
(2) ¢ = W) Z Quw(t)ey ol Q4 (t) sont des polynomes a coefficients entiers tels que

r<w
Quw=1et degQu . < l(w) —Ll(zx) —1siz < w.

De plus Q. (t) = P,.(t?) out Py, est un polynome a coefficients entiers de degré au plus
1

5(l(w) — £(x) — 1) lorsque x < w.
Qzw (0u Py, 7) sont les polynomes de Kazhdan—Lusztig.
La preuve est purement combinatoire.
Exemple. On voit que
it (1 +ey)) =ti(1) +ti(e,) =t +te;' =t 4+t (es— (2 — 1)) =t (1 +e,)
donc

ce =t (14 ey).
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2. VARIETES DE SCHUBERT

Soit G un groupe algébrique semisimple connexe simplement connexe sur C. Soit B C GG
un sous-groupe de Borel, " C B un tore maximal. On note aussi B~ le Borel opposé (i.e.,
BNnB-=T).

On note N le normalisateur de 7". On note W = N/T le groupe de Weyl. Soit S C W un
syseme de générateurs correspondant a B.

Cela permet de définir une algébre de Hecke H = Hyy .

D’autre part W joue un role dans la structure géométrique de G.

On note X = G/ B la variété de drapeaux. C’est une variété lisse, G-homogeéne, projective.
On a donc X = {¢gB : g € G}. On note aussi qu’il y a une bijection naturelle X — {B’ C
G : Borel}, gB — gBg™ .

Propriété essentielle : X a un nombre fini de B-orbites. (Et de B~ -orbites). Paramétrées
par W.

Plus précisément : on a la décomposition de Bruhat :

G/B= || BuB/B= || B"wB/B.
weW weW
On définit C, = BwB/B et C* = B~wB/B.
Ce sont des cellules de Schubert. C,, = C/®) et C* = CI™ X~) ou £(w) note la longueur
de w.

On s’intéresse davantage a C,,. On pose X,, = C,, : c¢’est une variété de Schubert.
X, est 'adhérence d’'une B-orbite donc c¢’est une union de B-orbites. Et en effet :

X, = |_| C,.

r<w
Notre objectif : calculer le complexe d’intersection de X,,. Et le relier a ’algébre de Hecke.
Pour cela : on a besoin d’une stratification de X,,. La décomposition précédente nous
fournit une stratification. Encore faut-il justifier que cette stratification a de bonnes pro-
priétés.
3. UNE BONNE STRATIFICATION

On obtient une stratification :

Zf(w) =Xy D Zé(w)—l D...D 74y D Z_4 =0

Z; = |_| C,.

z<w, L(z)=1i

ou

Les strates (les composantes connexes des Z;) sont les C,.
C’est une “bonne” stratification car chaque strate C,, a un “bon” voisinage dans X,,, obtenu
de la maniére suivante.
Soient U, C B et U® C B~ deux sous-groupes unipotents tels que les applications U, —
Cp, u— uxB et U* — C* u~ — u~ xB soient des isomorphismes.
L’application
0:C, xC" = X, (urB,u zB) — uu" zB
est une immersion ouverte. Donc par restriction

o(Cy, x (C*NXY)) C Xy
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est un voisinage ouvert de C, dans X,. Et c’est un “bon” voisinage sympathique. Il est
d’ailleurs de la forme R* x (C* N X,,) ou la parenthése est une variété affine qui admet
une stratification.

La stratification mentionnée au début de la section est de Whitney.

On s’intéresse donc au complexe d’intersection qu’on peut former a partir de cette strati-
fication et on travaille dans la catégorie D%(X) des faisceaux constructibles relativement
a cette stratification.

4. OBJECTIF

On a (par exemple par la construction de Deligne) un complexe d’intersection ZC (X,,) =
IC (X, Q).

Cela signifie que sur un ouvert (par exemple sur la strate C,,) ZC (X,,) est le complexe
de faisceaux Q concentré en degré —{(w) :

(%) IC(Xuw)le, = Q[—t(w)].
Par construction le complexe induit pour tout & un faisceau de cohomologie :
HMIC (X)

qui est constant sur chaque strate (les strates étant les B-orbites). Si on choisit x < w et
p € C,, alors la localisation
HMIC (X)),
est un Q-espace vectoriel dont la dimension ne dépend pas de p. On peut poser
dim H*ZC (X ),

égal & cette dimension. En faisant varier k£, on obtient un polynéme de Laurent

> dimHIC (X,,)0t"

kEZ
que l'on souhaiterait comparer au polynome de Kazhdan-Lusztig.
Etudions le degré de ce polynome de Laurent.
Par définition du complexe d’intersection on a H*ZC' (X,) = 0si k < —dim X,, = —¢(w).
On écrit

> dimHIC (X,)ot" =t dim HIIC (X, ) ot

keZ keZ

et la somme soulignée est un polynéome (sans termes de degrés négatifs) que I'on note
Qu(t).
D’aprés () on a

Quw = 1
(donc en particulier Qw,w = Quw)-
Concernant le degré, on a certaines restrictions provenant de la construction de Deligne :
si .S, est une strate de codimension m > 0 alors

H(IC (Xw)ls,,) = 0sik>m —{(w).
En appliquant cela a C, on obtient :
dim H* M ZC (X ), = 0 si k — L(w) > (U(w) — () — £(w)

autrement dit )
deg Qm,w(t) < f(w) - f(l‘) — 1

(Méme majoration que Q).
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L’objectif (dans la suite de 1’exposé) sera de montrer le théoréme suivant :

Théoréme : Qx,w = Qpw-

Ce théoréme a été prouvé par Kazhdan et Lusztig [1]. La démonstration présentée ici est
davantage basée sur la référence [2].

Deux conséquences : 1) dim H¥~“"ZC (X,,), = 0 si k est impair.
2) (positivité) Les coefficients de @, sont des entiers positifs ou nuls.
5. UN CAS PARTICULIER
Prenons w = s. On sait que X, = C,UC; 2P On a
IC(Xo)le, = Q1] et IC(Xy)le, = Q[-1].
Donc O — 1= Gr

Plus généralement : soit w € W quelconque et x < w tel que C, est située dans le lieu
régulier de X,,. Alors ZC'(Xy)|c, = Q[—¢(w)] donc on obtient @, ,, = 1 dans ce cas.

En particulier si ¢(x) = ¢(w) — 1, comme X, est régulier en codimension 1, on obtient
Qx,w =1

(D’ailleurs dans ce cas la majoration du degré donnait deg Q.. < ¢(w) — £(z) —1 =0.)

6. VARIETE DE DRAPEAUX DOUBLES

On souhaite une situation plus symétrique. Pour cela au lieu de considérer I'action de B
sur X, on considére X x X et 'action diagonale de G.

Il y a encore un nombre fini d’orbites, qui sont en fait les mémes.

Plus précisément il y a une bijection

X/B— (X xX)/G, C,:=BwB/Bw+ G(B,wB) =: Q,.

On note X, = O,
Cherchons un lien plus étroit entre ces familles d’orbites (pas seulement une bijection).
Observons qu’on a une application

G x(G/B) = X x X = (G/B) x (G/B), (9,9'B) = (g, 99'B).

B agit sur la variété de gauche par b- (g,9'B) = (gb~',bg'B) et I'application passe au
quotient en :
GxB(G/B) - X x X
qui est en fait un isomorphisme d’inverse (9B, ¢'B) — (9,9 '¢’B). On a un fibré locale-
ment trivial
G x®(G/B) - G/B
de fibre G/B. On observe que I'isomorphisme ci-dessus se restreint en des isomorphismes :

0,2 G xPC,
et
Xy 2 G %P X,
D’ot le lien cherché : on a un fibré localement trivial
Xy — X

de fibre X,,, et qui se restreint en un fibré localement trivial Q, — x de fibre C,.
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Il en découle que (Q,),<, est une “bonne” stratification de X,,. On note H*ZC (X,,), la
localisation du faisceau de cohomologie en n’importe quel point de la strate Q.
Et on a un lien entre les complexes d’intersection :

HATC (Xy)e = HMTIXTC(Xy)a

7. OBJECTIF REVU

On doit montrer pour tout x < w :

Z dim’Hk_g(w)IC(Xw)x tk = Qx,w(t)'

kEZ

=dim Hk—4(w)—dim X 7" (Xu})z

Donc on doit montrer :

D) dim HEOTIXTC (X, )t e = ) Qul(t)es.

z<w k€EZ z<w

En multipliant par ") on voit qu’il faut montrer :

D) dim HEIEIC (X, )t e, =

rz<w kEZ

Z Z dim HYIC (X )othe, = t~9mX e,

z<w kEZ

ou encore

Cela suggere la définition suivante : soit A" un objet de D%(X x X) (la catégorie dérivée
bornée des complexes de faisceaux constructibles relativement & notre bonne stratifica-
tion). On note H* A, la fibre sur Q,. On définit alors un élément de 'algébre de Hecke en
posant :

hA) =) dim(H"A),tbe,.
zEW keZ
On doit donc montrer :

h(ZC(X,)) =t~ 9mXe,.

Ou le faisceau ZC(X,,) est confondu avec son image directe par I'inclusion X, - X x X
(foncteur exact car inclusion fermée).

Exemple :
IC(X,) = Qu. [~ dim X — 1]
donc
WMIC(Xy)) =t~ WX h(Qx,) =t~ ey + 1) =t~ e,

Dans le cas général, la stratégie est de se ramener aux générateurs s.

8. LEMME CLE
D’abord on introduit un produit de convolution sur D% (X x X).
Soit .
XxXTEE XX X x X x X & Xx X x XS x X
ou i(a,b,c) = (a,b,b,c).
Partant de A" et B~ dans D%(X x X) on construit

Rq.(i* (pipA % piuB)) = A 0 B
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Lemme : Si la cohomologie du complexe A" s’annule en degrés impairs (resp. pairs) alors
il en est de méme pour ZC(X,) o A et on a

h(Qx, 0 A) = (es + 1)h(A).

9. RESOLUTION DE BOTT-SAMELSON

La variété X, est singuliére en général. Pour construire une résolution on fixe une écriture
réduite

W= 81" 8.
Soit

Y =Yy ..s =1{(ao,...,a,) € X" (a;_1,0a;) € X, }.
Et soit 'application

7Y - X x X, (ag,...,a,)— (ag,a,).

Propriété : Y est lisse et 7 est une application surjective vers X,,, propre, qui est iso-
morphisme au dessus de Q,,.

Dans la suite on utilisera le lemme suivant :

Lemme : R7.Q = (Qx,, o---0Qx, )[x,. Donc h(Rm.Q) = (1 +e,) - (1 +es,).

La seconde égalité découle de la premiére (en utilisant le lemme clé). Esquisse de la
démonstration de la premiére égalité (dans le cas particulier ou r = 2) :
On considére le diagramme suivant

Y o XxXxX SBXxXxXxXP2Bxyy x

7 La=ps
Xy = X xX

Par changement de base (comme ¢ est propre) on a pour tout complexe A" sur X x X x X :
R (Aly) = (Rg.A)lx,-
On applique cette formule pour

A = @'*(lffz(@xs1 ®p§4@xsg>‘

On observe que la composition ¥ <— X x X x X 2 X x X x X x X coincide ce qui
entraine ¥ — X, X X;, = X X X x X x X donc

Rm.(A'ly) = Rr.Q
et d’autre part on a par définition de la convolution
(Rq*A)|Xw = (@Xsl © stg ) |Xw '

D’ou le lemme (pour le cas r = 2).
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10. DEMONSTRATION DU THEOREME

Par récurrence on montre ¢, := t4mXh(ZCX,,) = c¢,. On doit montrer que é, satisfait la
caractérisation de ¢,, donnée dans le théoréme de Kazhdan et Lusztig.
On a déja observé que ¢, vérifie la deuxiéme condition du théoréme :

By = tff(w) Z Z dim(HkIC(Xw))thdimXH(“’) €y

z<w kEZ
N

J

:ZkEZ dim(’}-[k—e(w)IC(Xw))ztk :Qz,w (t)

et on avait observé que deg Qx7w(t) < l(w) —l(z) —
Il reste & montrer que la premiére condition : i(¢,) = ¢,. On raisonne par récurrence sur
l(w).

On utilise 'application propre 7 : Y — X,,. Par le théoréme de décomposition :
Rr.IC(Y) = PIC(X,) @q Vs
r<w

somme directe d’objets simples constructibles pour notre stratification (complexes d’in-
tersections des G-orbites, a support dans X,,) avec des espaces de multiplicité gradués
Vi =, Vi (ot chaque V7 est un Q-espace vectoriel).

Comme la restriction de 7 au dessus de l'orbite @, est un isomorphisme, on a V,, = Q|0] :

Rr,IC(Y) = ) o P IC(X,) ®g Vi

r<<w

En prenant I'image par h et en multipliant par t4™ % cela entraine :

(x%) X (Rr,IC(Y)) = tdlmxh(IC +th‘mxh (ZC(X Zdlmvjt]

r<<w _
—Cw —Cz

Observons qu’en dehors de ¢, chaque terme et facteur qui apparait dans cette formule est

i-invariant :

e Par hypothése de récurrence on a ¢, = ¢, pour tout x < w, donc en particulier i(¢,) = ¢,.

e D’autre part comme 7 est propre le complexe Rm,ZC(Y) est auto-dual pour la dualité
de Verdier. Cela entraine dim VJ = dim V77 pour tout j, en d’autres termes le polynome
de Laurent )., V/t/ est i-invariant.

e Enfin comme Y est lisse on a ZC(Y) = Q[—dimY] = Q[—dim X — ¢(w)]. D’apreés le
lemme de la section précédente, on sait que

METQ) = (1+e5) -+ (1 +e5,,)
donc
h(Rm,ZC(Y)) = h(Rm,Q[— dim X — {(w)]) = ¢t~ X (1 e )+ (1 + ey,,,)
d’ou
T XR(RTIC(Y)) =t (T4 eg) -t (14 e,) = cqy -G

En particulier t4™*h(Rm,ZC(Y)) est i-invariant.

e

La formule (xx) permet donc de conclure que ¢é, est lui-méme i-invariant. Cela compléte
la démonstration.
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