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Ce sujet est trop long pour étre traité en deux heures mais vous permet de choisir les exercices sur lesquels vous
étes le plus a laise.

Exercice 1. (Exercice de cours)
Soit p un nombre premier et G un groupe d’ordre p. Montrer que G est isomorphe & Z/pZ.

Exercice 2. (Exercice de cours)
Soit G un groupe abélien et H C G un sous-groupe.

1. Montrer que H est un groupe abélien.

2. Montrer que H est distingué dans G.

3. Rappeler comment est définie la structure de groupe sur G/H lorsque H est distingué.
4. Montrer que G/H est un groupe abélien.

Exercice 3. (Groupe quaternionique)
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engendré par x et y, appelé groupe quaternionique d’ordre 4n.
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Soit m un entier. Soit x = (cg g) avec w = /" et y = ( 0 ) On s’intéresse au sous-groupe G de GL2(C)
1. Montrer que 2" = y?> = —I et que 2y = yx~
. Déterminer en fonction de j la matrice y7.

. Montrer que pour tout j € Z, on a zy? = y/z(~1” (on pourra distinguer 4 cas selon la classe de j modulo 4).
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4. Par récurrence sur i, montrer que pour tout i € N et tout j € Z, on a z'y/ = yjas(_l)ji.
5. Montrer que cette relation est vraie pour tout ¢, 5 € Z.
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. Soient 41,19, j1,j2 € Z. Montrer qu’on a
zilyhxizyjé — xi1+(71).7'1i2yj1+j2_ (1)

7. Soit K = {xiyj |ie{0,...,2n—1}, j €0, 1}} Montrer que K est un sous-groupe de GL2(C).
8. Montrer que K est le sous-groupe de GL2(C) engendré par x et y.

Exercice 4. Soit G un groupe d’ordre 55 agissant sur un ensemble de cardinal 18. Montrer que G a au moins 2
points fixes.

Exercice 5. On se propose de déterminer les groupes finis qui ont exactement trois classes de conjugaison. Soit G
un groupe fini, d’ordre n, et supposons que G a exactement trois classes de conjugaison. On considere alors ’action
de G sur lui-méme par conjugaison (donnée par g -x = gzg~!). L’orbite d'un élément z € G est donc sa classe de
conjugaison, & savoir 'ensemble {grg~! | g € G}. On note e I’élément neutre de G. Etant donné x € G, on appelle
centralisateur de = I’ensemble des éléments g tels que gx = xg. On le note C,.



. Montrer que {e} est une classe de conjugaison. Puisque, par hypothése, G a trois classes de conjugaison, on
note A et B les deux autres classes de conjugaison.

2. Pour z € G, montrer que C,, est un sous-groupe de G.

. Montrer que le cardinal |C;| de Cy ne dépend pas de x € A. On le note a. De méme, on note b = |Cy| pour
x € B. Quitte a échanger A et B, on peut supposer que b < a.

. Montrer que a|n et b|n et que

l=—+=+-. (2)

. On détermine toutes les solutions de 1'équation (2) :

a) Montrer que n = 2 est impossible.

¢) On suppose dans cette question et les suivantes que n > 4. Montrer que b = 2.

(
(b) Dans le cas n = 3, montrer que a = b = 3.
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d) Montrer que a = ;5.
(e) Montrer quen=a=4oun==6et a=3.

. Laliste des triplets (n, a, b) possibles est donc (3, 3, 3), (4,4, 2), (6, 3,2). Sin = 3, montrer que G est isomorphe
a Z/3Z.Y a-t-il effectivement 3 classes de conjugaison ?

7. Sin =4, montrer que G est abélien et trouver une contradiction.

8. Sin = 6, montrer que G est non abélien. On rappelle que le groupe des permutations S3 est le seul groupe
non abélien d’ordre 6 : G est donc isomorphe au groupe S3.

. Montrer que G = G3 a bien 3 classes de conjugaison.



